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❇✳✶ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

❇✳✶✳✶ ❚r❛❝❦✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜❧♦❝❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻

❇✳✶✳✷ ■♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❜❧♦❝❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻

❇✳✶✳✸ ❘✉♥ ♣r♦❧♦♥❣❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✶✳✶ ❈❊❘◆ ❆❝❝❡❧❡r❛t♦rs ❝♦♠♣❧❡①

❋✐❣✉r❛ ✶✳✶✳✶✿ ❈❊❘◆ ❆❝❝❡❧❡r❛t♦rs ❈♦♠♣❧❡①❬✶✸❪

❚❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r ❝♦♠♣❧❡① ❛t ❈❊❘◆ ✭❊✉r♦♣❡❛♥ ❈❡♥t❡r ❢♦r ◆✉❝❧❡❛r ❘❡s❡❛r❝❤✮ ❬✹❪ ✐s ❛
s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♠❛❝❤✐♥❡s t❤❛t ❛❝❝❡❧❡r❛t❡ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s t♦ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ❤✐❣❤❡r ❡♥❡r✲
❣✐❡s✳ ❊❛❝❤ ♠❛❝❤✐♥❡ ❜♦♦sts t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ♣r♦t♦♥ ❜❡❛♠s✱ ❜❡❢♦r❡ ✐♥❥❡❝t✐♥❣ t❤❡♠ ✐♥t♦
t❤❡ ♥❡①t ♠❛❝❤✐♥❡ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡✳ ■♥ t❤❡ ▲❛r❣❡ ❍❛❞r♦♥ ❈♦❧❧✐❞❡r ✭▲❍❈✮✱ t❤❡ ❧❛st
❡❧❡♠❡♥t ✐♥ t❤✐s ❝❤❛✐♥✱ ♣r♦t♦♥ ❜❡❛♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ✉♣ t♦ t❤❡ r❡❝♦r❞ ❡♥❡r❣②
♦❢ ✹ ❚❡❱ ♣❡r ❜❡❛♠ ✭✉♥t✐❧ ✷✵✶✸✮✳ ❚❤❡ ❜❡❛♠ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ ✜rst ②❡❛rs ❛❢t❡r t❤❡ ✉♣❣r❛❞❡
♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❧♦♥❣ s❤✉t❞♦✇♥ ✭❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✷✵✶✸✲✷✵✶✹✮ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦
❜❡ ❛r♦✉♥❞ ✻✳✺ ❚❡❱✱ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✼ ❚❡❱✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r
❛❝❝❡❧❡r❛t♦rs ✐♥ t❤❡ ❝❤❛✐♥ ❤❛✈❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❤❛❧❧s ✇❤❡r❡ ❜❡❛♠s ❛r❡ ✉s❡❞
❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛t ❧♦✇❡r ❡♥❡r❣✐❡s✳

❚❤❡ ▲❍❈ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ✷✼✲❦✐❧♦♠❡t❡rs r✐♥❣ ♦❢ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ♠❛❣♥❡ts ✇✐t❤ ❛ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ str✉❝t✉r❡s t♦ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✇❛②✳ ■♥s✐❞❡ t❤❡ ❛❝✲
❝❡❧❡r❛t♦r✱ t✇♦ ❤✐❣❤✲❡♥❡r❣② ♣❛rt✐❝❧❡ ❜❡❛♠s tr❛✈❡❧ ❛t ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t ❜❡❢♦r❡
t❤❡② ❛r❡ ♠❛❞❡ t♦ ❝♦❧❧✐❞❡✳ ❚❤❡ ❜❡❛♠s tr❛✈❡❧ ✐♥ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐♥ s❡♣❛r❛t❡ ❜❡❛♠

✶
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▼❛❝❤✐♥❡ ■♥❥❡❝t✐♦♥ ❊♥❡r❣② ❬●❡❱❪ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ❊♥❡r❣② ❬●❡❱❪

▲■◆❆❈✷ ✵ ✵✳✵✺
P❙❇ ✵✳✵✺ ✶✳✹
P❙ ✶✳✹ ✷✺
❙P❙ ✷✺ ✹✺✵
▲❍❈ ✹✺✵ ✼✵✵✵

❚❛❜❧❡ ✶✳✶✳✶✿ ■♥❥❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛❝❤✐♥❡s ♦❢ t❤❡ ❈❊❘◆
❆❝❝❡❧❡r❛t♦r ❝♦♠♣❧❡①

♣✐♣❡s ✕ t✇♦ t✉❜❡s ❦❡♣t ❛t ✉❧tr❛❤✐❣❤ ✈❛❝✉✉♠ ✭< 10−7
Pa✮✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❣✉✐❞❡❞ ❛r♦✉♥❞

t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r r✐♥❣ ❜② ❛ ❤✐❣❤ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✭✽✳✹ ❚ ❛t ♥♦♠✐♥❛❧ ❞❡s✐❣♥✮ ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞
❜② s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ♠❛❣♥❡ts✱ t❤❛t ❢♦r♠ ❛ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✑str♦♥❣✲❢♦❝✉s✐♥❣✑ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❧❛tt✐❝❡✳

❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡ts ❛r❡ ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ❝♦✐❧s ♦❢ s♣❡❝✐❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ❝❛❜❧❡ t❤❛t ♦♣❡r❛t❡s ✐♥ ❛
s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ st❛t❡✱ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ✇✐t❤♦✉t r❡s✐st❛♥❝❡ ♦r ❧♦ss ♦❢
❡♥❡r❣②✳ ❚❤✐s r❡q✉✐r❡s t❤❡ ♠❛❣♥❡ts t♦ ❜❡ ❜r♦✉❣❤t t♦ t❤❡ t❡♠♣❡rt✉r❡ ♦❢ ✲✷✼✶✳✸➦❈✳ ❋♦r
t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ♠✉❝❤ ♦❢ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s②st❡♠ ♦❢ ❧✐q✉✐❞
❤❡❧✐✉♠✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♦❧s t❤❡ ♠❛❣♥❡ts✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t♦ ♦t❤❡r s✉♣♣❧② s❡r✈✐❝❡s✳ ❚❤♦✉s❛♥❞s
♦❢ ♠❛❣♥❡ts ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛r✐❡t✐❡s ❛♥❞ s✐③❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❞✐r❡❝t t❤❡ ❜❡❛♠s ❛r♦✉♥❞ t❤❡
❛❝❝❡❧❡r❛t♦r✳ ❚❤❡s❡ ✐♥❝❧✉❞❡ ✶✷✸✷ ❞✐♣♦❧❡ ♠❛❣♥❡ts✱ ❡❛❝❤ ✶✺ ♠❡tr❡s ❧♦♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❜❡♥❞
t❤❡ ❜❡❛♠s ❛♥❞ ✸✾✷ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠❛❣♥❡ts✱ ❡❛❝❤ ✺✕✼ ♠❡tr❡s ❧♦♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦❝✉s t❤❡
❜❡❛♠s✳ ❏✉st ♣r✐♦r t♦ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✱ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ q✉❛❞r✉♣♦❧❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ✧sq✉❡❡③❡✧
t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝❧♦s❡r t♦❣❡t❤❡r t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❝❤❛♥❝❡s ♦❢ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳

❆❧❧ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧s ❢♦r t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r✱ ✐ts s❡r✈✐❝❡s ❛♥❞ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ❛r❡
❤♦✉s❡❞ ✉♥❞❡r ♦♥❡ r♦♦❢ ❛t t❤❡ ❈❊❘◆ ❈♦♥tr♦❧ ❈❡♥tr❡✳ ❋r♦♠ ❤❡r❡✱ t❤❡ ❜❡❛♠s ✐♥s✐❞❡ t❤❡
▲❍❈ ❛r❡ ♠❛❞❡ t♦ ❝♦❧❧✐❞❡ ❛t ❢♦✉r ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r r✐♥❣✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ❢♦✉r ♣❛rt✐❝❧❡ ❞❡t❡❝t♦rs ✕ ❆❚▲❆❙ ✭■P✶✮✱ ❈▼❙✭■P✺✮✱ ❆▲■❈❊✭■P✷✮
❛♥❞ ▲❍❈❜✭■P✽✮✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❛❜❧❡ s✉♠♠❛r✐③❡s s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❦❡② ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡
▲❛r❣❡ ❍❛❞r♦♥ ❈♦❧❧✐❞❡r ♥♦♠✐♥❛❧ ❞❡s✐❣♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❚❛❜❧❡ ✶✳✶✳✷✿ ◆♦♠✐♥❛❧ ❞❡s✐❣♥ ▲❍❈ ♣❛r❛♠❡t❡rs❬✹❪



❈❍❆P❚❊❘ ✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆ ✸

✶✳✷ ●♦❛❧ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s

❚❤❡ t❤❡s✐s ♣r♦❥❡❝t ❛✐♠s ❛t st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s t❤❛t ❛r❡ ✐♠♣❛❝t✲
✐♥❣ ❧✉♠✐♥♦s✐t②✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❦❡② ✜❣✉r❡s ♦❢ ♠❡r✐t ♦❢ ❛ ❝♦❧❧✐❞❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
t❤❡ ♣r♦❥❡❝t ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ❡①tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤✲❡♥❡r❣②
♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦st❧② ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❜❡❛♠✲❜❡❛♠ ❡✛❡❝t✳ ▲❍❈ ❧✉✲
♠✐♥♦s✐t② ✐s ❞❡❣r❛❞❡❞ ❜② ♣❛r❛s✐t✐❝ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s t❤❛t r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❜❡❛♠ ❧✐❢❡t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡
♣❛rt✐❝❧❡s st❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❝♦❧❧✐❞❡r✳ ❚❤✐s ✐♥st❛❜✐❧✐t② ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts ♦❢
♦♥❡ ❜❡❛♠ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♦♥ ❛♥♦t❤❡r ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ r❡❣✐♦♥✳ ❙✉❝❤ ♣❛r❛s✐t✐❝
❡♥❝♦✉♥t❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❛s ♠❛♥② ❛s ✶✻ ♣❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ r❡❣✐♦♥✱ ♣✐❧✐♥❣ ✉♣ t♦ ❛r♦✉♥❞ ✶✽✵
✵✵✵ ♣❡r s❡❝♦♥❞✳ ❖✉r ❣♦❛❧ ✐s t♦ st✉❞② t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ ❜❡❛♠✱ ❜② tr❛❝❦✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤r♦✉❣❤ ❛ s②♠♣❧❡❝t✐❝ ✐♥t❡❣r❛t♦r t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡
❜❡❛♠✲❜❡❛♠ ❡✛❡❝t✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♦❜t❛✐♥ ❞❛t❛ ♦♥ t❤❡ ❤❛❧♦ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✇❤✐❝❤
❛r❡ ♠♦r❡ s❡♥s✐❜❧❡ t♦ ✐♥st❛❜✐❧✐t②✱ t♦ ❜❡tt❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡ t❤❡ ❜❡❛♠ ❧✐❢❡t✐♠❡ ❛♥❞ ♠♦♥✐t♦r
t❤❡ ❧✉♠✐♥♦s✐t② ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳

❲❡ ✇✐❧❧ st❛rt ❜② ♣r❡s❡♥t✐♥❣ s♦♠❡ ❦❡② ❜❡❛♠ ❞②♥❛♠✐❝s ❝♦♥❝❡♣ts ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✶✱ ✇✐t❤ ❛
♣❛rt✐❝✉❧❛r ❡♠♣❤❛s✐s ♦♥ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛t t❤❡
❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t♦♦❧s ✉s❡❞ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳

❈❤❛♣t❡r ✷ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❦❡② ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❝♦❧❧✐❞❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ ✇✐t❤ ❛ ❢♦❝✉s ♦♥
♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❡①✐st✐♥❣ ❧✉♠✐♥♦s✐t② ♠♦❞❡❧s✳

❈❤❛♣t❡r ✸ ❛♥❛❧②s❡s t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠✲❜❡❛♠ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱ t❤❛t ✐s t❤❡
❞♦♠✐♥❛♥t ❞❡❣❡♥❡r❛t✐✈❡ ❡✛❡❝t ❢♦r ❧✉♠✐♥♦s✐t② ❛♥❞ ❜❡❛♠ ❧✐❢❡t✐♠❡ ❛t ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣✐❡s✳

❈❤❛♣t❡r ✹ ♣r❡s❡♥ts ❙✐①❚r❛❝❦✱ t❤❡ s②♠♣❧❡❝t✐❝ ✐♥t❡❣r❛t♦r ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛t ❈❊❘◆ t♦ ♣❡r✲
❢♦r♠ ❜❡❛♠✲❜❡❛♠ ♣❛rt✐❝❧❡✲tr❛❝❦✐♥❣ st✉❞✐❡s ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❜❡❛♠ ❜❡❤❛✈✐♦✉r t❤r♦✉❣❤
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ tr❛❥❡❝t♦r② ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ♦♣t✐❝s✳

❈❤❛♣t❡r ✺ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ tr❛❝❦✐♥❣ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❛♥❞ ♣❛rt✐❛❧ r❡s✉❧ts✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t ♦✉r ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ st❡♣s t♦ ❢✉rt❤❡r st✉❞✐❡s✳



❈❤❛♣t❡r ✷

❇❡❛♠ ❞②♥❛♠✐❝s ❝♦♥❝❡♣ts

P❛rt✐❝❧❡ ♣❤②s✐❝s r❡s❡❛r❝❤ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❘✉t❤❡r❢♦r❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱
t❤❛t ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♥✉❝❧❡✉s ❜② s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ ❤❡❧✐✉♠ ✐♦♥s
♦✛ ❣♦❧❞ ❢♦✐❧s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡♥✱ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦rs t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❤❛s t❛✲
❦❡♥ ♦✛✱ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t ❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ s❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ✐♥✢✉❡♥❝✐♥❣ t❤❡♠✳ ◆♦✇❛✲
❞❛②s✱ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦rs ❛r❡ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t❡❞ t♦♦❧s ❢♦r ❜♦t❤ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❛♥❞ ✐♥❞✉str✐❛❧
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ✇✐❧❧ ✐❧❧✉str❛t❡ s♦♠❡ ❜❛s✐❝ ❝♦♥❝❡♣ts ♥❡❡❞❡❞ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡
❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦♥ st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r
❝✐r❝✉♠❢❡r❡♥❝❡ ❧✐❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❜❡❛♠ ❞②♥❛♠✐❝s✳

✷✳✶ ❈❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦rs ❜❛s✐❝s

❘❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠ ✐s t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡
❛❝❝❡❧❡r❛t♦rs t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❛r❡ ❜❛s❡❞✳ ❆♥② ❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧② ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤ ❝❤❛r❣❡ q✱
♠♦✈✐♥❣ ✇✐t❤ ✈❡❧♦❝✐t② ~v ✐♥ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛tt❡r t❤r♦✉❣❤
t❤❡ ▲♦r❡♥t③✬ ❢♦r❝❡

~F = q( ~E + ~v × ~B) ✭✷✳✶✳✶✮

✇❤❡r❡ ~E ❛♥❞ ~B st❛♥❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡
✜❡❧❞✳ ❚❤✐s ❢♦r♠✉❧❛ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝
✜❡❧❞ s✉♣♣❧✐❡s ❡♥❡r❣② t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝✲❣❡♥❡r❛t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡
❢♦r❝❡ ❝❛♥ ♦♥❧② st❡❡r t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✱ ❛s ✐t ✐s ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ ❜♦t❤ ~B ❛♥❞ ~v✳

❆♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r t❤✉s ✉s❡s ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝✳ ✜❡❧❞s t♦ ❣✉✐❞❡ ❜✉♥❝❤❡s ♦❢ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐✲
❝❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❜❡❛♠s✱ ✐♥ ✈❛❝✉✉♠ ❝❤❛♠❜❡rs✱ ❢♦r ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛♥✐♣✉❧❛✲
t✐♦♥✳

❆♥② ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞✱ ✇✐t❤ ❛ t❛✐❧♦r ❞❡s✐❣♥❡❞ ♠❛❝❤✐♥❡ t♦ ♠❛t❝❤ ✐ts
✐♥tr✐♥s✐❝ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❚❤❡ ❜❡❛♠s ❛r❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ♠❛❞❡ ♦❢ ❜✉♥❝❤❡s
♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ♦r ♣r♦t♦♥s❀ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❡①✐st t❤❛t ❛❝❝❡❧❡r❛t❡ ♣♦s✐tr♦♥s✱
❛♥t✐♣r♦t♦♥s ♦r ✐♦♥s✳ P❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ❡❛s✐❧② ❜r♦✉❣❤t t♦ s♣❡❡❞s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦♥❡✱ t❤❡
s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t✳ ❙♣❡❝✐❛❧ r❡❧❛t✐✈✐t② ✐s t❤✉s ❛ ❦❡② ✐♥❣r❡❞✐❡♥t t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r
♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠s✳

❚❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♠♦♠❡♥t✉♠ ✈❡❝t♦r ✐s ~p = γm0~v ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ st❛t❡✱
✇❤❡r❡m0 r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡st ♠❛ss✱ γ = 1√

1−β2
✐s t❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❢❛❝t♦r ❛♥❞ β = v

c
✳

✹
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❆t r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✱ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❊ ❛♥❞ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❇ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡
❡✛❡❝t ❢♦r E = cB✳ ❆ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢ ✶ ❚ ✇♦✉❧❞ t❤❡♥ ❜❡ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ ❛♥
❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢ 3 · 108 V

m
✳ Pr♦❞✉❝✐♥❣ s✉❝❤ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❢❛r ❜❡②♦♥❞ t❡❝❤♥✐❝❛❧

❧✐♠✐ts ❢♦r ❝✉rr❡♥t ♠❛❣♥❡t ❞❡s✐❣♥s✱ ❛s ❛ r❡s✉❧t ✇❡ ❛❧✇❛②s ✉s❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s t♦ st❡❡r
t❤❡ ❜❡❛♠s✳ ❚❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s ♦❢ ❜❡❛♠ st❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❢♦❝✉s✐♥❣ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞
beam optics✱ ❛♥❞ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ♦♣t✐❝s ✐s
❝❛❧❧❡❞ transverse dynamics✳ ❲❡ ✇✐❧❧ st✉❞② t❤❡ ❜❡❛♠ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ✇❤❛t ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡
single particle dynamics r❡❣✐♠❡✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s
❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥ ❛ ❜❡❛♠ ❜✉♥❝❤ ❛r❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✐♥ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s✳

❆❝❝❡❧❡r❛t♦rs t②♣❡s ❆❝❝❡❧❡r❛t♦rs ♠❛❝❤✐♥❡ ❝♦♠♣❧❡①❡s ❛r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝✳ ✜❡❧❞s ✉s❡❞ ❢♦r ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♦♥ t♦✲
♣♦❧♦❣②✱ ❛s t❛❜❧❡ ✭✷✳✶✳✶✮ s✉♠♠❛r✐s❡s ✭❛❧t♦✉❣❤ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♠♣r✐s❡ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡
♠❛❝❤✐♥❡ t②♣❡s✮✳

❆❝❝❡❧❡r❛t♦rs ♥❛♠❡
❋✐❡❧❞ t②♣❡

❚♦♣♦❧♦❣②
❊ ❇

❊❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ❋✐①❡❞ ❋✐①❡❞ ▲✐♥❡❛r
❇❡t❛tr♦♥ ❋✐①❡❞ ❘❛♠♣✐♥❣ ❈✐r❝✉❧❛r
❈②❝❧♦tr♦♥ ❘❛♠♣✐♥❣ ❋✐①❡❞ ❈✐r❝✉❧❛r
▲■◆❆❈ P✉❧s❡❞ ✭❘❋✮ ❋✐①❡❞ ▲✐♥❡❛r

❙②♥❝❤r♦tr♦♥ P✉❧s❡❞ ✭❘❋✮ ❘❛♠♣✐♥❣ s②♥❝❤r♦♥♦✉s❧② ❈✐r❝✉❧❛r

❚❛❜❡❧❧❛ ✷✳✶✳✶✿ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛❝❝❡❧❡r❛t♦rs ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✭♥♦♥
❡①❤❛✉st✐✈❡✮

✷✳✷ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❛♥❞ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠

❚❤❡ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❤❛✈❡ t❤❡ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ t❤❛t t❤❡② ❞✐✛❡r ✐♥ t❤❡✐r
❢♦r♠ ♠❛r❦❡❞❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ✐s ❝❤❛♥❣❡❞✳ ❚♦ ❝✐r❝✉♠✈❡♥t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱
✐♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ♦♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ generalized coordinates qi ❛♥❞ t❤❡ ❛s✲
s♦❝✐❛t❡❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s q̇i❀ ♦♥❡ ❞❡✜♥❡s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ L = (qi, ˙qi, t), t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱
❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ ❛ ❢♦r♠ t❤❛t ✐s ✐♥❞❡♣❡♥✲
❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥ ❛♥
❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s

L = −mc
2

γ
− eφ+ e~v · ~A ✭✷✳✷✳✶✮

✇❤❡r❡ φ ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ s❝❛❧❛r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ~A ✐s t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✈❡❝t♦r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✭s❡❡
❆♣♣❡♥❞✐① ✭❆✮ ❢♦r t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✮✳ ❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t ✉♥✐q✉❡✱ ❛s ✐t ✐s
❞❡✜♥❡❞ ✉♣ t♦ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❝♦st❛♥t✳ ❚❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✬s ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ st❛t✐♦♥❛r②
❛❝t✐♦♥

δI =

2
∫

1

L̇(qi, q̇i, t) dt = 0 ✭✷✳✷✳✷✮
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❛♥❞ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♦r ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♠♦♠❡♥t✉♠

pi =
∂L

∂q̇i
✭✷✳✷✳✸✮

♦♥❡ ♦❜t❛✐♥❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❊✉❧❡r✲▲❛❣r❛♥❣❡ ❡q✉❛t✐♦♥s

n
∑

i=1

∂L

∂qi
− d

dt

∂L

∂q̇i
= 0 ✭✷✳✷✳✹✮

❚❤✐s s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❡♥❛❜❧❡s t♦ ✑❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②✑ ♦❜t❛✐♥ ◆❡✇t♦♥✬s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥
❛♥② r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡✱ ❜② s✐♠♣❧② ♣❧✉❣❣✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠✬s ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✐♥ ✭✷✳✷✳✹✮✳

❊✉❧❡r✲▲❛❣r❛♥❣❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡✱ t❤❡
♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② s♣❡❝✐✜❡❞ ✐❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s qi ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s q̇i ❛r❡ ❦♥♦✇♥✱ t❤✉s s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❈❛✉❝❤② ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r t❤❡
s②st❡♠✳ ❋♦r ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣
t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♠♦t✐♦♥✱ ✐t ✐s ♠♦r❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ s❡t ♦❢ t✇✐❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜rst✲♦r❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s
✐s ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s (qi, q̇i, t) ❛r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② (qi, pi, t)✱ ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ❝❛♥♦♥✐❝❛❧
❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❛♥❞ ♠♦♠❡♥t❛✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢r♦♠ ♦♥❡ s❡t t♦ ❛♥♦t❤❡r ✐s ♣♦ss✐❜❧❡
✇✐t❤ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ H(qi, pi, t)✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

H(qi, pi, t) =
∑

i

q̇ipi − L(qi, q̇i, t)

t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡♠♦str❛t❡❞ t♦ ❜❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s
♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❛r❡ t❤❡♥ ❢♦✉♥❞ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❍❛♠✐❧t♦♥✬s ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s











qi =
∂H
∂pi

ṗi = −∂H
∂qi

Ḣ = −∂L
∂t

✭✷✳✷✳✺✮

✇❤✐❝❤ ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ s❡t ♦❢ 2n ✜rst✲♦r❞❡r ❡q✉❛t✐♦♥s r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ n ▲❛❣r❛♥❣❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s

H = c
[

m2c2 + (~p− e ~A)2
]1/2

+ eφ ✭✷✳✷✳✻✮

✇❤❡r❡ ~p r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ✈❡❝t♦r✱ ~A ✐s t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✈❡❝t♦r ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ φ ✐s
t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ e ✐s t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❤❛r❣❡✳

■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ t❤❡ ✜rst st❡♣ ✐♥ s♦❧✈✐♥❣ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ♠♦t✐♦♥
✐♥ t❤✐s ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s t♦ s❡t ✉♣ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥
✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛♥❞ t❤❡♥ t♦ s✉❜st✐t✉t❡ s✉❝❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❍❛♠✐❧t♦♥✬s ❡q✉❛t✐♦♥s✳

◆❡❣❧❡❝t✐♥❣ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥✱ ❛s t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥ ❛♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r
✭s②♥❝❤r♦tr♦♥ ♠♦t✐♦♥✮ ✐s ♠✉❝❤ s❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥❡❣❧❡❝t
t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t❡r♠ qφ✳

❚❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛ s②st❡♠❀ ✐❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡
♦♥❡✱ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐s t✐♠❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ✐t ✐s ❛♥ integral of motion✳ ❆♥②
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✈❛r✐❛❜❧❡ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐s ❝❛❧❧❡❞ cyclic variable✳ ❚♦
st✉❞② ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ s②st❡♠s✱ ✐t ✐s ❝r✉❝✐❛❧ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧s ♦❢ ♠♦t✐♦♥✳ ❚♦ ❞♦
s♦✱ ✐t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ P♦✐ss♦♥ ❜r❛❝❦❡ts ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❛ s❡t ♦❢
❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿

[f, g] =
n
∑

i=1

(

∂f

∂pi

∂g

∂qi
− ∂g

∂pi

∂f

∂qi

)

✭✷✳✷✳✼✮

■❢ ❛ q✉❛♥t✐t② ✐s ❡①♣❧✐❝✐t❧② t✐♠❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ✐ts P♦✐ss♦♥ ❜r❛❝❦❡t ✇✐t❤ t❤❡ ❍❛♠✐❧✲
t♦♥✐❛♥ ✐s ③❡r♦✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ ♠♦t✐♦♥✳

❚❤❡ s❡t ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛♥❞ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♠♦♠❡♥t❛s ❢♦r♠ t❤❡ phase space✳
❙t✉❞②✐♥❣ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡s ❢♦r H(qi, pi) = constant ♦♥❡ ❝❛♥ ❞r❛✇ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞
phase space profiles✱ t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡ ❛ q✉✐❝❦ t♦♦❧ ❢♦r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r t❤❡
♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ s②st❡♠ ✐s ❜♦✉♥❞ ♦r ♥♦t✳

✷✳✷✳✶ ❈❛♥♦♥✐❝❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s

■❢ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❣♦ ❢r♦♠ ❛ s❡t (q, p) t♦ ❛♥♦t❤❡r s❡t (Q,P ) ♦❢ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♠♦♠❡♥t❛✱ ✇❡ ♥❡❡❞
t♦ ❜❡ ❝❛r❡❢✉❧✳ ❆ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤✐s ❦✐♥❞ ✇✐❧❧ ♥♦t✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❧❡❛❞ t♦
♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s t❤❛t ♦❜❡② ❍❛♠✐❧t♦♥✬s ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✷✳✺✮✱ t❤✉s ♥♦t ♣r❡s❡r✈✐❣
♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ ✈♦❧✉♠❡ ❬✾❪✳ ❋✐♥❞✐♥❣ ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❡♥s✉r❡s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞
♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♥❡✇ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♠♦♠❡♥t❛ s❡t ❝❛♥ ♠❛❦❡
t❤❡ s②st❡♠ ❡❛s✐❡r t♦ st✉❞② ✇✐t❤♦✉t ❝❤❛♥❣✐♥❣ ✐ts ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❙✉❝❤ ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ✭♦r s②♠♣❧❡❝t✐❝✮✱ ❛♥❞ ✐t ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿

{

q̇ = ∂H(q,p)
∂p

with q = (q1, . . . , qn)

ṗ = −∂H(q,p)
∂q

with p = (p1, . . . , p)
=⇒

{

Q̇ = ∂K(Q,P )
∂Q

with Q = (Q1, . . . , Qn)

Ṗ = −∂K(Q,P )
∂P

with P = (P1, . . . , Pn)

∪
K(Q,P, t) |

∫

[PQ̇−K(Q,P, t)]dt = 0
✭✷✳✷✳✽✮

❆s ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♠✉st ♣r❡s❡r✈❡ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ ✈♦❧✉♠❡✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐❞❡♥✲
t✐t② ♠✉st ❤♦❧❞✿

∫ n
∏

i

dpidqi =

∫ n
∏

i

dPidQi ✭✷✳✷✳✾✮

❚❤❡ ✐✲t❤ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ♦❧❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡
♥❡✇ ♦♥❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥✱ ❛s

n
∏

i

dpidqi =
∂(P1, . . . , Pn;Q1, . . . , Qn)

∂(p1, . . . , pn; q1, . . . , qn)

n
∏

i

dPidQi ✭✷✳✷✳✶✵✮

P✉tt✐♥❣ t♦❣❡t❤❡r ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✷✳✾✮❛♥❞ ✭✷✳✷✳✶✵✮✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♦❢ ❛
❝❛♥♦♥✐❝❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✉st ❛❧✇❛②s ❜❡ ✉♥✐t❛r②✳

▲❡t✬s ♠❛❦❡ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥str✉❝t K t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ❛✉①✐❧✐❛r② ❢✉♥❝t✐♦♥✱
❝❛❧❧❡❞ t❤❡ generating function✳ ❚❤❡ st❛t❡♠❡♥ts ❛❜♦✈❡ ✐♠♣❧② t❤❛t t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ F
❝❛♥ ❜❡ ❛♥② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ❛♥❞✴♦r ♦❧❞ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♠♦♠❡♥t❛✱ ❛♥❞ ♦❢ t✐♠❡✳ ❲❡
❝❛♥ t❤❡♥ ❡①♣r❡ss ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ♥❡✇ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❛s
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K(Q,P, t) = H(q(Q,P, t), p(Q,P, t)) +
∂Fi(q,Q, p, P, t)

∂t
✭✷✳✷✳✶✶✮

✇❤❡r❡ F ❞❡✜♥❡s ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ (q, p) t♦ (Q,P )✳

✷✳✷✳✷ ❋r❡♥❡t✲❙❡rr❡t r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡

❋✐❣✉r❛ ✷✳✷✳✶✿ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ♦r❜✐t ✐♥ t❤❡ ❋r❡♥❡t✲❙❡rr❡t r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡

❍✐❣❤ ❡♥❡r❣② ❝♦❧❧✐❞❡rs ❛s t❤❡ ▲❍❈✱ ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❝✐r❝✉❧❛r ♠❛❝❤✐♥❡s✱ ❛s t❤✐s ❡♥❛❜❧❡s t♦
✉s❡ t❤❡ ❘❋ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ♣♦✇❡r ❢♦r ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ t✉r♥✳ ❋♦r s✉❝❤ ❣❡♦♠❡tr✐❡s✱ ✐t ❝♦♠❡s
♥❛t✉r❛❧ t♦ st✉❞② t❤❡ ❜❡❛♠ ❞②♥❛♠✐❝s t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝✉r✈✐❧✐♥❡r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠✱ r❛t❤❡r
t❤❛♥ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❝❛rt❡s✐❛♥ ♦♥❡✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳✶ ✱✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❛ ♥❡✇ r❡❢❡r❡♥❝❡
❢r❛♠❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣❛t❤ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ s ✇✐❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✐t ❛❧♦♥❣ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦r❜✐t✳ ❚❤❡ ① ❛♥❞ ② ❛①✐s ♠♦✈❡ ❥♦✐♥t❧② ❛❧♦♥❣ t❤❡
♦r❜✐t✱ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♦s❝✉❧❛t✐♥❣ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ ♠♦t✐♦♥✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❞❡✈✐❛t✐♦♥
❢r♦♠ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦r❜✐t ❛s ✇❡❧❧✳ ❚❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ❤❛s ❛ ❧♦❝❛❧ r❛❞✐✉s ♦❢ ❝✉r✈❛t✉r❡
ρ✳ ❚❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣❛rt✐❝❧❡ r0 ✐s t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t ❤❛s ♥✉❧❧ tr❛♥s✈❡rs❡
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❢♦r ❛♥② ✈❛❧✉❡ ♦❢ s✳ ❆♥② ♣❛rt✐❝❧❡ tr❛❥❡❝t♦r② ❛r♦✉♥❞ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦r❜✐t
❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

~r = ~r0 + x ˆx(s) + y ˆy(s) ✭✷✳✷✳✶✷✮

✇❤❡r❡ x̂ ❛♥❞ ŷ ❛r❡ t❤❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦rs ✐♥ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣❧❛♥❡❬✶✾❪✳ ❲❡ ✇❛♥t t❤❡ ♥❡✇
❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s❡t t♦ ❜❡ s②♠♣❧❡❝t✐❝✱ s♦ ✇❡ ❧♦♦❦ ❢♦r t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

(q, p, t) 7→ (Q,P, t)
(x, y, z, px, py, pz, t) 7→ (X, Y, s, Px, Py, Ps, t)

✭✷✳✷✳✶✸✮

■♥ t❤❡ ❤②♣♦t❡s✐s ♦❢ ♣❧❛♥❛r ♠♦t✐♦♥✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇ ❝♦♥❥✉❣❛t❡
♠♦♠❡♥t❛ ❛r❡

F3 = −~p · ~r
~P = (Px, Py, Ps) = ~p · ( ˆx(s), ˆy(s), (1 + x

ρ
)t̂)

✭✷✳✷✳✶✹✮

②✐❡❧❞✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥❡✇ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥

Hfs(X, Y, s, Px, Py, Ps, t) = c

[

m2c2 + (Px −
e

c
Ax)

2 + (Py −
e

c
Ay)

2 +
(Ps − e

c
As)

2

(1 + x
ρ
)2

]1/2

✭✷✳✷✳✶✺✮
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✷✳✷✳✸ ❙♣❛❝❡ ❛s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡

❆s t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s r❡✈♦❧✈✐♥❣ ✐♥ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ♣❡r✐♦❞✐❝ ♦r❜✐t✱ ✇❡ ❝❛♥ t❛❦❡ s ❛s t❤❡ ✐♥❞❡✲
♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t✳ ◆♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s
t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦❢ t✐♠❡✱ ✇❡ ♦♣❡r❛t❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❬✷✾❪

(x, y, s, px, py, ps, t) 7→ (X, Y, t, Px, Py,−H, s) ✭✷✳✷✳✶✻✮

②✐❡❧❞✐♥❣

Hs(X, Y, t, Px, Py,−H, s) = −e
c
As−(1+

x

ρ
)

[

(
H

c2
−m2c2) + (Px −

e

c
Ax)

2 + (Py −
e

c
Ay)

2

]1/2

✭✷✳✷✳✶✼✮

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t

(
H

c2
−m2c2) = (

E

c2
−m2c2) = P 2 ✭✷✳✷✳✶✽✮

✷✳✷✳✹ ▼♦♠❡♥t✉♠ r❡s❝❛❧✐♥❣

■♥ t❤❡ ♣❛r❛①✐❛❧ ❤②♣♦t❡s✐s✱ P ≫ px, py s♦ ✇❡ ♠❛❦❡ ❛♥♦t❤❡r ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

(x, y, t, px, px, pt, s) 7→ (X, Y,−ct, Px

P
,
Py

P
,− Pt

P0c
, s) ≡ (x̄, ȳ, t̄, p̄x, p̄y, p̄t, s) ✭✷✳✷✳✶✾✮

✇❤❡r❡ P0✐s t❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ p̄ ✐s t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r
❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❚❤✐s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞s t❤❡ ♥❡✇ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥

Hparax(x̄, ȳ, t̄, p̄x, p̄y, p̄t, s) =
Hs

P0

= −e

c
Ās−(1+

x̄

ρ
)

[

(p̄2t −
m2c2

P0

) + (p̄x − e

c
Āx)

2 + (p̄y −
e

c
Āy)

2

]1/2

✭✷✳✷✳✷✵✮

✇❤❡r❡ Ā = A
cP0

❛♥❞ m2c2

P0
= 1

β2
0γ

2
0
✱ ✇❤❡r❡ β0, γ0 ❛r❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❢❛❝t♦rs✳

✷✳✷✳✺ ❋✉rt❤❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❢♦r ❧❛r❣❡ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② r✐♥❣s

■♥st❡❛❞ ♦❢ ❡①♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡ t❡r♠s✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦
♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥ t❡♠s ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡
♣❛rt✐❝❧❡✳ ❲❡ r❡❝✉r ♦♥❝❡ ♠♦r❡ t♦ ❛ ❝❛♥♦♥✐❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

(x̄, ȳ, t̄, p̄x, p̄y, p̄t, s) 7→ (x̄, ȳ, t̄+
s− s0
β0

, p̄x, p̄y, p̄t−
1

β0
, s) ≡ (x̂, ŷ, t̂, p̂x, p̂y, p̂t) ✭✷✳✷✳✷✶✮

✇❤❡r❡ t̂ st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣❛rt✐❝❧❡✱ ❛♥❞ p̂ st❛♥❞s ❢♦r t❤❡
r❡❧❛t✐✈❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣❛rt✐❝❧❡✱ ❛s s❤♦✇♥ ❤❡r❡✿

t̂ = t̄+ s−s0
β0

= −ct+ s−s0
v0
c = c(∆t− t) = l

p̂ = p̄t − p̄t0 =
P−P0

P0
= δ

✭✷✳✷✳✷✷✮

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ✉❧tr❛r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ r❡❣✐♠❡✱ β → 1 ⇒ 1
β2
0γ

2 → 0✳ ❲❡ ✐❣♥♦r❡ t❤❡ ❡♥❞

✜❡❧❞s ♦❢ ♦✉r ❧❛tt✐❝❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ♦♥❧② tr❛♥s✈❡rs❡✱
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s♦ t❤❛t Ax = Ay = 0 ✭❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❜✐❣ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦rs✮✳ ■♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡s❡
❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❜❡❝♦♠❡s

Hultrarel−refpart(x̂, ŷ, l, p̂x, p̂y, δ) = (1 + δ)− eÂs − (1 +
x̂

ρ
)
[

(1 + δ)2 − p̂2x − p̂2y
]1/2

✭✷✳✷✳✷✸✮
❆s ✇❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ♣❛rt✐❝❧❡s ♠♦✈✐♥❣ ❛t r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ t❤❡ s
❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣❧❛♥❡ ❛r❡ s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦

t❤❡ t♦t❛❧ ♠♦♠❡♥t✉♠✳ ❆s
p̂2x+p̂2y
(1+δ)2

≪ 1 ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣❛♥❞ t❤❡ sq✉❛r❡ r♦♦t t❡r♠ ♦❢ ✭✷✳✷✳✷✸✮
✐♥ ❚❛②❧♦r s❡r✐❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡
♦r❜✐t ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✭ x̂

ρ
≪ 1✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ✈❛❧✐❞

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❜✐❣ r✐♥❣s✳

■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❜❡❝♦♠❡s

Ĥ(x̂, ŷ, l, p̂x, p̂y, δ) = −eÂs −
x̂

ρ
(1 + δ) +

p̂2x + p̂2y
2(1 + δ)

✭✷✳✷✳✷✹✮

✷✳✸ ▼✉❧t✐♣♦❧❡s ❡①♣❛♥s✐♦♥

❲❡ ♥♦✇ ✇❛♥t t♦ ✜♥❞ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥ t❤❡ ❋r❡♥❡t✲
❙❡rr❡t r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ ✭①✱②✱s✱t✮✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ♣❡r❢❡❝t
✷❉ tr❛♥s✈❡rs❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ ✇❡ ❝❛♥ t❤✉s ❝♦♥s✐❞❡r Ax = Ay = 0✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
♦♣❡r❛t♦r ✐♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❣❡ts s❝❛❧❡❞ ❛s ❬✶✾❪

∇ = 1
hs

[

∂(hsAx)
∂x

+ ∂(hsAy)

∂y
+ ∂As

∂s

]

hs = 1 + x
ρ

✭✷✳✸✳✶✮

❛♥❞ s♦
~B = Bx(x, y)x̂+By(x, y)ŷ
Bx = (∇× Asŝ)x = − 1

hs

∂As

∂y

By = (∇× Asŝ)y =
1
hs

∂As

∂yx

✭✷✳✸✳✷✮

P❧✉❣❣✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛❜♦✈❡ ✐♥t♦ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ♣✉r❡❧② ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞

∇× ~B = 0 ✭✷✳✸✳✸✮

✇❡ ♦❜t❛✐♥
∂

∂y

1

hs

∂As

∂y
+

∂

∂x

1

hs

∂As

∂x
= 0 ✭✷✳✸✳✹✮

■♥ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ hs = 1 ✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✳✹✮ ②✐❡❧❞s

∇2
⊥As = 0 ✭✷✳✸✳✺✮

t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♣♦✇❡r s❡r✐❡s ❛s

As(x, y) = B0Re

{ ∞
∑

n=0

bn + jan
n+ 1

(x+ jy)n+1

}

✭✷✳✸✳✻✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦st❛♥t B0 ✐s ✉s✉❛❧❧② ❝❤♦s❡♥ ❛s t❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐♣♦❧ str❡♥❣t❤ ✭✐✳❡✳ B0 = 1
ρ
pc
e
✮✱

s✉❝❤ t❤❛t b0 = 1✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♣♦✇❡r s❡r✐❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦✇
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❡❛s✐❧② ❡①tr❛❝t ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠✉❧t✐♣♦❧❡ ✜❡❧❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s
❜❡❛♠✱ ❜② s♦❧✈✐♥❣ ✭✷✳✸✳✷✮ ❢♦r ✭✷✳✸✳✻✮✱ ②✐❡❧❞✐♥❣

By + jBx = B0

∑∞
n=0(bn + jan)(x+ jy)n

1
[Bρ]

(By + jBx) = ∓1
ρ

∑∞
n=0(bn + jan)(x+ jy)n

bn = 1
B0n!

∂nBy

∂xn

∣

∣

∣

x=y=0
, an = 1

B0n!
∂nBx

∂xn

∣

∣

∣

x=y=0

✭✷✳✸✳✼✮

❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts bn, an ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ (2n+1)th ♠✉❧t✐♣♦❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❛❞❞✐✲
t✐♦♥❛❧ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ t❤❡♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ bn ♦♥❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ normal multipole ❝♦♠✲
♣♦♥❡♥ts✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t ❣❛♣ ❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣❧❛♥❡❀ an ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ✐♥st❡❛❞
❝❛❧❧❡❞ skew multipole ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✷❉ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
By + jBx ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❇❡t❤ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❛ ✷✳✸✳✶✿ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♣♦❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r ❞✐♣♦❧❡✱ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❛♥❞
s❡①t✉♣♦❧❡ ✜❡❧❞s ✐♥ ❇❡t❤ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❬✶✵❪

✷✳✸✳✶ ▲✐♥❡❛r ♦♣t✐❝s ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥

❲❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❛❞❞✐♥❣ t♦ ✐t t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝
♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢♦r ❧✐♥❡❛r ✜❡❧❞s✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ♠✉❧t✐♣♦❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✭✷✳✸✳✻✮ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝
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♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ✭✷✳✸✳✷✮ ✇❡ ♦❜t❛✐♥







Bx = b1(s)y = − 1
1+x

ρ

∂As

∂y

By = −b0(s) + b1(s)x = 1
1+x

ρ

∂As

∂x

✭✷✳✸✳✽✮

■♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

As(x, y, s) =
P0c

e

[

−x
ρ
− (

1

ρ2
+ k)

x2

2
+ k

y2

2

]

= P0cÂs(x, y, s) ✭✷✳✸✳✾✮

P❧✉❣❣✐♥❣ ✭✷✳✸✳✾✮ ✐♥t♦ ✭✷✳✷✳✷✹✮ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

H(x̂, ŷ, l, p̂x, p̂y, δ) =
p̂2x + p̂2y
2(1 + δ)

− xδ

ρ
+

x2

2ρ2
+
k

2
(x2 − y2) ✭✷✳✸✳✶✵✮

◆♦✇ ✇❡ ❝❛♥ s✐♠♣❧② ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❢r♦♠ ♣❧✉❣❣✐♥❣ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥
✐♥t♦ ❍❛♠✐❧t♦♥✬s ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

{

∂x
∂s

= ∂H
∂px

= 2px
2(1+δ)

; ∂px
∂s

= −∂H
∂x

= δ
ρ
− 2x

2ρ2
− kx

∂y
∂s

= ∂H
∂py

= py
(1+δ)

; ∂py
∂s

= −∂H
∂y

= −ky
✭✷✳✸✳✶✶✮

P✉tt✐♥❣ t❤❡♠ t♦❣❡t❤❡r ❧✐♥❡ ❜② ❧✐♥❡✱ ✇❡ ❣❡t ❛ s❡t ♦❢ t✇♦ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❝❛❧❧❡❞ ❍✐❧❧✬s ♦r ❜❡t❛tr♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s

{

x′′ − (k − 1
ρ2
)x = δ

ρ

y′′ + ky = 0
✭✷✳✸✳✶✷✮

t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s
{

x′′ +Kx(s)x = δ
ρ

y′′ +Ky(s)y = 0
✭✷✳✸✳✶✸✮

■♥ ❛♥ ❛❝t✉❛❧ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤ t✐♠❡✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡ ❧♦♥❣✐✲
t✉❞✐♥❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞s t♦ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss
✐s s❧♦✇✱ s♦ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛❞✐❛❜❛t✐❝ ❢♦r ♦✉r ♣✉r♣♦s❡s✳

✷✳✹ ❉✐s♣❡rs✐♦♥

❚❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ t❡r♠ ♦❢ ♦✉r ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❤❛s ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ t❡r♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t
s✐❞❡✱ s♦ ✐t ✐s ❛♥ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ■ts s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛
❧✐♥❡❛r s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s
❡q✉❛t✐♦♥✱ s♦ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡

x(s) = xH + xP = xH + δD(s) ✭✷✳✹✳✶✮

✇❤❡r❡

D(s) =
xP (s)

δ
✭✷✳✹✳✷✮
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✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ dispersion function✱ ♦r t❤❡ ♦✛✲♠♦♠❡♥t✉♠ ❝❧♦s❡❞ ♦r❜✐t✱ ❛♥❞ r❡❧❛t❡s t❤❡
s♣r❡❛❞ ✐♥ ♠♦♠❡♥t✉♠ t♦ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ♦r❜✐t✳ P❧✉❣❣✐♥❣
✭✷✳✹✳✶✮ ✐♥t♦ ✭✷✳✸✳✶✸✮ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

x′′H +Kx(s)xH + δ(D′′ +Kx(s)D) =
δ

ρ
⇐⇒

{

x′′H +Kx(s)xH = 0
D′′ +Kx(s)D = 1

ρ

✭✷✳✹✳✸✮

❚❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥✉♠ ♦❢ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐s ✐♥tr✐♥s✐❝ t♦ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts
♦❢ ❛♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r ❧❛tt✐❝❡✱ ✇❤♦s❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ♣❛rt✐❝❧❡✬s
♠♦♠❡♥t✉♠✿ ❛ ♠♦r❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❧❡ss ❜❡♥❞❡❞ ✐♥ ❛ ❞✐♣♦❧❡ ❛♥❞ ❧❡ss ❢♦❝✉s❡❞
✐♥ ❛ q✉❛❞r✉♣♦❧❡✱ ✐♥ ❛♥❛❧♦❣② ✇✐t❤ ❝❤r♦♠❛t✐❝ ❛❜❡rr❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❧✐❣❤t ♦♣t✐❝s
❧❡♥s❡s✳ ■♥❢❛❝t✱ t❤❡ t❡r♠ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐s ♠✉t✉❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢
❧✐❣❤t r❛②s tr❛✈❡rs✐♥❣ ♠❛tt❡r✱ t❤❛t tr❛✈❡❧ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❡❧♦❝✐t✐❡s
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡r✱ ✇❛✈❡ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ♦❢ ♠♦♠❡♥t✉♠✳ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢
❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❜r✐♥❣s ✐♥ ✐ts ✇❛❦❡ ❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t✉♥❡ ♦♥ ♠♦♠❡♥t✉♠✳

▲❡t ✉s ❛♥❛❧②s❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❢♦❝✉s✐♥❣✴❞❡❢♦❝✉s✐♥❣
str❡♥❣t❤ ❢r♦♠ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠✱ ❜② r❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❛t✱ ❢♦r ❛♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧② ❢♦❝✉s✐♥❣
q✉❛❞r✉♣♦❧❡

k =
e

p

∂By

∂x
=

e

p0(1 + δ)

∂By

∂x
=

k0
(1 + δ)

= k0(1− δ +O(δ2)) ≃ k0 − k0δ ✭✷✳✹✳✹✮

❚❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡r ❡♥❡r❣② s❡❡s ❛ ✇❡❛❦❡r ❢♦❝✉s✐♥❣ str❡♥❣t❤✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②
❢♦r ❧✐❣❤t✱ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥❞❡① ✇✐t❤ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r
♣♦s✐t✐✈❡ ♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤r♦♠❛t✐❝ ❡✛❡❝t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ t♦ ✜rst ♦r❞❡r ❜②
❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❧❡♥s❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛t❡r✐❛❧✳

✷✳✺ P❛rt✐❝❧❡ tr❛❥❡❝t♦r② ❡✈♦❧✉t✐♦♥

❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✳✸✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❬✶✵❪

x(s) = C(s) x0 + S(s) x′0 +D(s) δ ✭✷✳✺✳✶✮

❍❡r❡ x0, x
′
0 ❛r❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❛t s =

s0✱ ✇❤✐❧❡ C(s) ❛♥❞ S(s) ❛r❡ t✇♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❍✐❧❧✬s
❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣❛rt✐❝❧❡✱ ♠❡❛♥✐♥❣

C(s)′′ +K(s)C(s) = 0
S(s)′′ +K(s)S(s) = 0

✭✷✳✺✳✷✮

❋♦r t❤❡ t✇♦ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ❜❡ ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ t❤❡ ❲r♦♥s❦✐❛♥ ♠✉st s❛t✐s❢② t❤❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥

W =

∣

∣

∣

∣

C S
C ′ S ′

∣

∣

∣

∣

6= 0 ✭✷✳✺✳✸✮

❆s t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❲r♦♥s❦✐❛♥ ✈❛♥✐s❤❡s ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ❛s

d

ds
(CS ′ − SC ′) =

d

ds
W = CS ′′ − SC ′′ = −K (CS − SC) = 0 ✭✷✳✺✳✹✮
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t❤❡♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❲ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ❜② t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t s = s0✳
❲❡ ❝❤♦♦s❡

C0 = 1, C ′
0 = 0; S0 = 0, S ′

0 = 1 ✭✷✳✺✳✺✮

❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s s❛t✐s❢②✐♥❣ s✉❝❤ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
✑❈♦s✐♥❡❧✐❦❡✑ ❛♥❞ ✑❙✐♥❡❧✐❦❡✑ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✱ ❛♥❞ t❤❡② r❡s✉❧t ✐♥ W = 1✳

❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛♥s✈❡rs❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❛t ❛♥② ♣♦✐♥t ❛❧♦♥❣ t❤❡ r✐♥❣ ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦
t❤❡✐r ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ❜② t❤❡ ❧✐♥❡❛r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

(

x
x′

)

=

(

C S
C ′ S ′

)(

x0
x′0

)

+ δ0

(

D
D′

)

✭✷✳✺✳✻✮

t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❡✇✐tt❡♥ ❛s




x
x′

δ



 =





C S D
C ′ S ′ D′

0 0 1









x0
x′0
δ0





❚❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ tr❛❥❡❝t♦r② ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛s

D(s) = S(s)

∫ s

s0

1

ρ(t)
C(t)dt− C(s)

∫ s

s0

1

ρ(t)
S(t)dt ✭✷✳✺✳✼✮

❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✑❧❛tt✐❝❡✑ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❡❧❡♠❡♥ts ✐s t❤❡♥ ❥✉st t❤❡ ♣r♦❞✉❝t
♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠❛tr✐❝❡s ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐① ❢♦r♠❛❧✐s♠ ♠♦r❡♦✈❡r
❥✉st✐✜❡s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❡❧❡♠❡♥ts ❧❛tt✐❝❡ ✐s ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✑t❤❡ ♦♣t✐❝s✑✱ ❛s ✐t
✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❡ ❛♥❛❧♦❣② ✇✐t❤ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♦♣t✐❝s ❢♦r♠❛❧✐s♠✳

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❛❣♥❡t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♦♥❧② ❧✐♥❡❛r ♠✉❧t✐♣♦❧❡s ✭✐✳❡✳ ❞✐♣♦❧❡
❛♥❞ q✉❛❞r✉♣♦❧❡✮✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ✜❡❧❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡t t♦ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡
❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t♦ ❡♥❞ ❛❜r✉♣t❧② ❛t ✐ts ❡❞❣❡s ✭❤❛r❞ ❡❞❣❡ ♠♦❞❡❧✮✱ t❤❡♥ t❤❡
♣r✐♥❝✐♣❛❧ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s s♦❧✈❡ ❍✐❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥

z′′ +Kz = 0 with

{

K = k for z = y
K = −k + 1

ρ
for z = x

✭✷✳✺✳✽✮

❙♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡t ✇✐❧❧ ❜❡
(

C S
C ′ S ′

)

=

(

cosφ 1√
|K|

sinφ

−
√

|K|sinφ cosφ

)

for K > 0 (focusing) ✭✷✳✺✳✾✮

(

C S
C ′ S ′

)

=

(

cosφ 1√
|K|

cosφ

−
√

|K| cosφ cosφ

)

for K < 0 (defocusing) ✭✷✳✺✳✶✵✮

(

C S
C ′ S ′

)

=

(

1 L
0 1

)

for K = 0 (drift space) ✭✷✳✺✳✶✶✮

✇❤❡r❡ φ = L
√

|K| ❛♥❞ L ✐s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❡❧❡♠❡♥t✳

■♥ ♠❛♥② ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❛t ✇❤✐❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡s ❣❡t ❢♦❝✉s❡❞ ❜② ❛ q✉❛❞r✉♣♦❧❡
♠❛❣♥❡t ✐s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t ✐ts❡❧❢✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤❡♥ r❡✇r✐t❡
❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✺✳✾✮ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ L→ 0 ❛s

lim
L→0

(

φ 1√
|K|

sinφ

−
√

|K| sinφ cosφ

)

=

(

1 0
− |K|L 1

)

=

(

1 L
− 1

f
1

)

✭✷✳✺✳✶✷✮

❚❤❡ tr✉❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t ❤❛s t♦ ❜❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ ❜② t✇♦ ❞r✐❢t s♣❛❝❡s l/2 ♦♥ ❡✐t❤❡r
s✐❞❡✳ ❚❤✐s ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ t❤✐♥ ❧❡♥s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✇♦r❦s ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❢♦r ❛❝❝❡❧❡r❛t♦rs
✐♥ t❤❡ ❚❡❱ r❛♥❣❡✱ ✇❤❡r❡ 1

ρ2
≪ |k| ≪ 1

L2 ✳
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✷✳✻ ❇❡t❛tr♦♥ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❈♦✉r❛♥t✲❙♥②❞❡r ✐♥✈❛✲

r✐❛♥t

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛r❛❣r❛♣❤s ✇❡ ❤❛✈❡ s♦❧✈❡❞ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ✐♥
❛ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ♠❛♥♥❡r ✭✇✐t❤ K(s) = const ✐♥ ❡❛❝❤ ♣✐❡❝❡✮ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ t❤❡♠
✉s✐♥❣ ♠❛tr✐① ❛❧❣❡❜r❛✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ♥♦✇ ♣r❡s❡♥t ❛ ❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡
♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣❛rt✐❝❧❡✱ ♠❡❛♥✐♥❣ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡s✐❣♥
♠♦♠❡♥t✉♠✱ s♦ t❤❛t δ = 0 ✳ ■ts ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣❧❛♥❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡
❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

z(s) =
√

ǫβ(s) cos(ψ(s) + φ)

z′(s) = −
√

ǫ
β(s)

[αz cos(ψ(s) + φ) + sin(ψ(s) + φ)
with z = x, y ✭✷✳✻✳✶✮

✇❤❡r❡ ǫ ✐s t❤❡ emittance ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ❡❧❧✐♣s❡ ✐♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡
✭①✱①✬✮ ✭♦♣t✐♦♥❛❧❧② ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② π✮ ❛♥❞ ✐s ❝♦♥st❛♥t✱ ❛s ▲✐♦✉✈✐❧❧❡✬s t❤❡♦r❡♠ st❛t❡s❀ β(s) ✐s
t❤❡ ❜❡t❛tr♦♥ ♦r ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② ❢♦❝✉s✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢
t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ✭✐✳❡✳ q✉❛❞r✉♣♦❧❡s✮ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡t❛tr♦♥ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥✱
♥❛♠❡ t❤❛t ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡❀ ψ(s) t❤❡ phase advance ❛♥❞
φ ✐s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❤❛s❡✳

❋✐❣✉r❛ ✷✳✻✳✶✿ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t str✉❝t✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ ♥❡t ❢♦❝✉s✐♥❣ ❡✛❡❝t✱ t❤❡
♣❛rt✐❝❧❡s ♣❡r❢♦r♠ ❜❡t❛tr♦♥ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ E(s) =

√

ǫβ(s)

❚❤❡ ❜❡t❛tr♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡♠✐tt❛♥❝❡ ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❈♦✉r❛♥t✲❙♥②❞❡r
✐♥✈❛r✐❛♥t r❡❧❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s✐❝❛❧❧② t❤❡ ❡❧❧✐♣s❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡✱ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

γ(s)z2 + 2α(s)zz′ + β(s)z′2 = ǫ ✭✷✳✻✳✷✮

✇❤❡r❡ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s α = −β′/2; β; γ = 1+α
β

❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ Twiss parameters✳
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■❢ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s t✐♠❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ s♦ ❡♥❡r❣② ✐s ❝♦♥s❡r✈❡❞✱ t❤❡♥
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ▲✐♦✉✈✐❧❧❡✬s t❤❡♦r❡♠ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤❛s❡✲s♣❛❝❡ ✢♦✇ ❜❡❤❛✈❡s ❧✐❦❡ ❛♥ ✉♥✲
❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢✉✐❞✱ s♦ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ ✐s ❝♦♥s❡r✈❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡
t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❊❛❝❤ s❧✐❝❡ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ t❤❡♥ ❛❧s♦
❤❛s ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❛r❡❛✱ ✇❤♦s❡ ✈❛❧✉❡ ✐s ❡①❛❝t❧② t❤❡ ❈♦✉r❛♥t✲❙♥②❞❡r ✐♥✈❛r✐❛♥t✳ ❙♦ t❤❡
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❧✐♣s❡ ❝❤❛♥❣❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r②✱ ❜✉t ♥♦t t❤❡ ❛r❡❛✳

❋✐❣✉r❛ ✷✳✻✳✷✿ ❈♦✉r❛♥t✲❙♥②❞❡r ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ✭①✱①✬✮ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡
♣❛rt✐❝❧❡ ❬✸❪

◆❡❣❧❡❝t✐♥❣ ♠✉t✉❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❧❛♥❡s✱ ♦♥❡ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❡♠✐t✲
t❛♥❝❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✿ ❤♦r✐③♦♥t❛❧✱ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛♥❞ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧✳
❚❤❡r❡ ❛r❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♠❛♥② ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ❛ ❜❡❛♠✱ ♠♦✈✐♥❣ ✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛♥❞
❡❛❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❡❧❧✐♣s❡ ✐♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t
♣r❛❝t✐❝❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❜❡❛♠ ❡♠✐tt❛♥❝❡✱ ❢♦r ❜♦t❤ z = x, y✿

❼ ❚❤❡ r♠s ❡♠✐tt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❛r❡❛ ✭♦♣t✐♦♥❛❧❧② ❞✐✈✐❞❡❞ ❜②
π✮ ♦❢ t❤❡ ❡❧❧✐♣s❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✸✾✪ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❛

❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❡♥ ǫrms z =
〈z2(s)〉
β(s)

= σ2
z(s)

βz(s)

❼ ❚❤❡ ✾✺✪ ❡♠✐tt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❛r❡❛ ✭♦♣t✐♦♥❛❧❧② ❞✐✈✐❞❡❞
❜② π✮ ♦❢ t❤❡ ❡❧❧✐♣s❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✾✺✪ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s

●❛✉ss✐❛♥ ✐t ✈❛❧✉❡s ǫ95% z = 6
〈z2(s)〉
β(s)

= 6σz(s)
βz(s)

✇❤❡r❡ σz ✐s t❤❡ r✳♠✳s✳ tr❛♥s✈❡rs❡ ❜❡❛♠ s✐③❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

σz =
√
βzǫz with z = x, y ✭✷✳✻✳✸✮

❆♥❛❧♦❣♦✉s❧② ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❛♥ r✳♠✳s✳ ❜❡❛♠ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❛s

σpz =
√
γzǫz with z = x, y ✭✷✳✻✳✹✮
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■t ✐s ✉s❡❢✉❧ ❛❧s♦ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ normalised emittance ǫn✱ t❤❛t ✐s ❛ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ✐♥✈❛r✐❛♥t
♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ❛♥❞ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s

ǫn =
p0
m0c

ǫ = γβǫ ✭✷✳✻✳✺✮

✇❤❡r❡ γ = 1√
1−β2

❛♥❞ β = v
c
❛r❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❢❛❝t♦rs✳

❲❤❡♥ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❛♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❜❡❛♠ ❤❛s s✉✣❝✐❡♥t
r♦♦♠ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡✳ ❊✈❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡s ✉♥❞❡r❣♦✐♥❣ ❡①tr❡♠❡❧②
❧❛r❣❡ ❜❡t❛tr♦♥ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ t❤❡♥ st✐❧❧ ❝✐r❝✉❧❛t❡ st❛❜❧②✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡st ♣❤❛s❡ s♣❛✲
❝❡ ❡❧❧✐♣s❡ ❛❧❧♦✇❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ❝❤❛♠❜❡r ❣❡♦♠❛tr✐❝❛❧ r❛❞✐✉s r✱ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡
tr❛♥s✈❡rs❡ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r✱ ❛♥❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

A =

(

r2

β

)

min

✭✷✳✻✳✻✮

✇❤❡r❡ r ❛♥❞ β ❛r❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❛t t❤❡ ♥❛rr♦✇❡st ♦♣t✐❝❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r ❢♦r t❤❡
❜❡❛♠ t♦ ❝✐r❝✉❧❛t❡ ✇✐t❤ ♥♦ ❧♦ss❡s✱ ✐t ✐s r❡q✉✐r❡❞ t❤❛t A/ǫ ≫ 1✳

✷✳✼ ❚❤❡ t✉♥❡

P❧✉❣❣✐♥❣ ✭✷✳✻✳✶✮ ✐♥ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥♦✉s ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ✭✷✳✻✳✶✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❡q✉❛t✐♦♥

√

ǫβ

{[

ψ′′ +
β′

β
ψ′
]

cos[ψ(s) + φ] +

[

−1

4

(β′)2

β
+

1

2

β′′

β
− (ψ′)2 +K

]

sin[ψ(s) + φ]

}

= 0 ∀ǫ, φ
✭✷✳✼✳✶✮

❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ t❤❡♥ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t❧② r❡✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ s②st❡♠ ♦❢ t✇♦ ❡q✉❛t✐♦♥s

{

ψ′′ + β′

β
ψ′ = 0

−1
4
(β′)2

β
+ 1

2
β′′

β
− (ψ′)2 +K = 0

✭✷✳✼✳✷✮

▲❡t ✉s r❡♦r❞❡r ❡❛❝❤ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠

{

ψ′ = 1
β

1
2
β′′ − 1

4
β′2 +Kβ − 1

β
= 0

✭✷✳✼✳✸✮

❋r♦♠ ❤❡r❡ ✇❡ ❝❛♥ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥t❡❣r❛t❡ t❤❡ ✜rst ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧② ❜② β ❜♦t❤
t❡r♠s ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ②✐❡❧❞✐♥❣

{

ψtot =
∮

1
β(s)

ds
1
2
ββ′′ − 1

4
ββ′2 +Kβ2 = 1

✭✷✳✼✳✹✮

❚❤❡ ✜rst ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡t ✭✷✳✼✳✹✮ ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ♣❤❛s❡ ❛❞✈❛♥❝❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛✲
t♦r✬s ❝✐r❝✉♠❢❡r❡♥❝❡✱ ❢♦r ♦♥❡ t✉r♥✳ ❲❡ ❝❛♥ r❡✇r✐t❡ ✐t ❛s

ψtot = 2πν =

∮

ds

β(s)
✭✷✳✼✳✺✮
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✇❤❡r❡ ν ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ tune ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦✈❡r ♦♥❡
❢✉❧❧ t✉r♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ tr❛♥s✈❡rs❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭x ♦r y✮✳ ❋r♦♠ ✭✷✳✼✳✺✮ ✇❡
✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ♦❜t❛✐♥

ν =
1

2π

∮

ds

β(s)
✭✷✳✼✳✻✮

❆ q✉❛❞r✉♣♦❧❛r ✜❡❧❞ ❡rr♦r ✐♥❞✉❝❡s ❛ t✉♥❡ s❤✐❢t ∆v t❤❛t ✐s

∆ν =
1

4π

∫ s0+l

s0

∆kβ(s)ds ✭✷✳✼✳✼✮

✇❤❡r❡ ∆k ✐s t❤❡ ❡rr♦r str❡♥❣t❤ ❛♥❞ l ✐s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❡❧❡♠❡♥t✳

✷✳✽ ❈❤r♦♠❛t✐❝✐t②

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r q✉❛♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t✉♥❡ s♣r❡❛❞ ❛♥❞ ♠♦♠❡♥t✉♠
s♣r❡❛❞ ✐s t❤❡ ❝❤r♦♠❛t✐❝✐t②✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

ξ(δ) =
∆v

δ
✭✷✳✽✳✶✮

❛♥❞ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s

ξ(δ) =
1

4π

∮

K(s)β(s)ds ✭✷✳✽✳✷✮

■♥ str♦♥❣ ❢♦❝✉s✐♥❣ ❧❛tt✐❝❡s t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝❤r♦♠❛t✐❝✐t② ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡
q✉❛❞r✉♣♦❧❡s ❛♥❞ t♦ ❞✐♣♦❧❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❢r✐♥❣❡ ✜❡❧❞s✳

❚♦ ❝♦rr❡❝t t❤❡ ❝❤r♦♠❛t✐❝✐t② ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡❧❡♠❡♥ts s❡①t✉♣♦❧❡ ♠❛❣♥❡ts✱ ✇❤♦s❡ ❣r❛❞✐❡♥t
❞❡♣❡♥❞s q✉❛❞r❛t✐❝❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ❜❡t❛tr♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥t♦ t❤❡
❧❛tt✐❝❡✳ ❙❡①t✉♣♦❧❡s ❞♦♥✬t ❛✛❡❝t t❤❡ ♣❛rt✐❧❡s ✇✐t❤ ♥♦♠✐♥❛♠ ♠♦♠❡♥t✉♠✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r
♣❛rt✐❝❧❡s ❛❧♦♥❣ ❛ ❞✐s♣❡rs✐✈❡ tr❛❥❡❝t♦r② ✐✳❡✳ xD 6= 0 t❤❡ s❡①t✉♣♦❧❡ ✜❡❧❞ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦
❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ str❡♥❣❤t ♦❢

ksext = mDδ ✭✷✳✽✳✸✮

❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ t♦t❛❧ ❝❤r♦♠❛t✐❝✐t② t❤❡♥ ❜❡❝♦♠❡s

ξtot(δ) =
1

4π

∮

[m(s)D(s) + k(s)] β(s)ds ✭✷✳✽✳✹✮

❛♥❞ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐t ✐s ❛❧✇❛②s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r✱ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ str❡♥❣t❤s
♦❢ t❤❡ s❡①t✉♣♦❧❡s s♦ t❤❛t t❤✐s ✐♥t❡❣r❛❧ ✈❛♥✐s❤❡s✳

✷✳✾ ◆♦r♠❛❧✐s❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✲ ❋❧♦q✉❡t✬s tr❛♥s❢♦r♠❛✲

t✐♦♥

▲❡t✬s ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❛ ✑r❡❞✉❝❡❞ ♣❤❛s❡✑ ❛s

φ =
ψ

ν
✭✷✳✾✳✶✮
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s♦ t❤❛t φ ✐s ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❛t ✐♥❝r❡❛s❡s ❜② 2π ❢♦r ❡❛❝❤ t✉r♥✱ t❤✉s ❜❡❤❛✈✐♥❣ ❧✐❦❡ ✐t ✇❛s
❛ ♣♦❧❛r ❛♥❣❧❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❛ ❝✐r❝❧❡✳

◆♦✇ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇ ❞❡♣❡♥❞❡♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ♥❛♠❡❧②

U(φ) = u√
β
=

√
ǫ cos(νφ+ δ)

⇓
U ′ = dU

dφ
= −√

ǫ sin(νφ+ δ) = u′
√
β + uα√

β

✭✷✳✾✳✷✮

✇❤❡r❡ δ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❤❛s❡ ❛❞✈❛♥❝❡ ❛s ❜❡❢♦r❡✱ r❡♥❛♠❡❞ ♥♦t t♦ ❜❡ ❝♦♥❢✉s❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ♥❡✇ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❲✐t❤ t❤✐s ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ t❤❡ ❢r❡❡ ❜❡t❛tr♦♥ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥
r❡❞✉❝❡s t♦ s✐♠♣❧❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♠♦t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ν ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❢♦r ❡✈❡r② ♣❤❛s❡ ❛❞✈❛♥❝❡ ♦❢ φ
❜② 2π✳ ❙♦ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦♣❡r❛t❡❞ ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠

(ux, uy, s, px, py, ps, t) 7→ (Ux,Uy, φ,
dUx

dφ
,
dUy

dφ
, t) ✭✷✳✾✳✸✮

✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ Floquet′s transformation✱ ❛♥❞ t❤❛t tr❛♥s❢♦r♠s t❤❡ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡
❢r♦♠ ❛♥ ❡❧❧✐♣s❡ ✐♥t♦ ❛ ❝✐r❝❧❡✳

❋✐❣✉r❛ ✷✳✾✳✶✿ P❤❛s❡ s♣❛❝❡ ♠❛♣♣✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❋❧♦q✉❡t✬s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ②✐❡❧❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛✲
t✐♦♥

d2U
dφ2

+ ν2U = 0 ✭✷✳✾✳✹✮

t❤❛t ❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ tr❡❛t t❤❡ s②st❡♠ ❛s ❛ s✐♠♣❧❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r✳

■❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❡q✉❛t✐♦♥✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ ✇❡
❝♦♥s✐❞❡r ♠❛❣♥❡t ❡rr♦rs ❛♥❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ ✐♥ ❋❧♦q✉❡t✬s ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ t❤❡ ❢✉❧❧ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥
♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r tr❡❛t✐♥❣ ❞r✐✈❡♥ ❤❛r♠♦♥✐❝ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❜❡❝♦♠❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱
❛♥❞ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s♦♠❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ t❡r♠
❛♥❞ t❤❡ t✉♥❡ ✐s ❥✉st t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r✳
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✷✳✶✵ ❆❝t✐♦♥✲❛♥❣❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s

❈❛♥♦♥✐❝❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡♥❛❜❧❡ t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♠♦t✐♦♥✳ ❆ ♣❛rt✐✲
❝✉❧❛r❧② s✐♠♣❧❡ ✇❛② ♦❢ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ✐♥t❡❣r❛❜❧❡✱ ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❍❛♠✐❧t♦♥✲❏❛❝♦❜✐ ❡q✉❛t✐♦♥

H(Q,P, t) = H(q, p, t) +
∂F

∂t
= 0 ✭✷✳✶✵✳✶✮

■♥ t❤❡ ♥❡✇ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ❍❛♠✐❧t♦♥✬s ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡

{

∂Q
∂t

= ∂H
∂P

= 0
∂P
∂t

= −∂H
∂Q

= 0
✭✷✳✶✵✳✷✮

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳

❆ ❧❡ss str✐❝t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t ❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ q✉✐❝❦❧② s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛❧s♦

H = H +
∂F

∂t
= const. = λP = H(P ) ✭✷✳✶✵✳✸✮

✇❤❡r❡ P ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ ♠♦t✐♦♥✳ ❚❤✐s ②✐❡❧❞s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❍❛♠✐❧t♦♥✬s ❡q✉❛t✐♦♥s

{

∂Q
∂t

= ∂H
∂P

= λ+ cost
∂P
∂t

= −∂H
∂Q

= 0
✭✷✳✶✵✳✹✮

▲❡t✬s ♥♦✇ ❞❡✜♥❡ t❤❡ action integral Ji ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

Ji =

∮

pidqi ✭✷✳✶✵✳✺✮

❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✐s ♦✈❡r ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝②❝❧❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡qi✳ ❚❤❡ ❍❛♠✐❧t♦✲
♥✐❛♥ ❜❡❝♦♠❡s

H = H(J) |
{

φ̇ = ω(J)

J̇ = 0
=⇒

{

φ = ω(J)t+ φ0

J = 2ǫ = cost
✭✷✳✶✵✳✻✮

❋♦r t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r ♦❢ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣②✱ ✇✐t❤ ❛ ❜✐❣ ❝✐r❝✉♠✲
❢❡r❡♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛①✐❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐♥ ❛❝t✐♦♥✲❛♥❣❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
✐s

H0 =
Jx
βx(s)

+
Jy
βy(s)

✭✷✳✶✵✳✼✮

✷✳✶✶ ❘❡s♦♥❛♥❝❡s

■♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❍✐❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❛❢t❡r ✉♥❞❡r❣♦✐♥❣ ❛ ❋❧♦q✉❡t✬s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❜❡❝♦✲
♠❡s

U ′′ + ν2U = ν2β
3/2F (Ux(φx),Uy(φy)) ✭✷✳✶✶✳✶✮

✇❤❡r❡ ❋ ✐s t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡ ❢r♦♠ ♣❡rt✉r❜✐♥❣ ✜❡❧❞s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♥♦t ♦♥❧② ❧✐♥❡❛r ♠❛❣♥❡t
✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ❜✉t ❛❧s♦ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❡rr♦rs✱ ✇❛❦❡✲✜❡❧❞s✱ s♣❛❝❡✲❝❤❛r❣❡
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❡✛❡❝ts ❛♥❞ ❜❡❛♠✲❜❡❛♠ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❚♦ ✜♥❞ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ s♦❧✈❡ ❛ ❢♦r❝❡❞
❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❖❉❊✱ ✇❤♦s❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠ ✐s

f ′′(φ) + ω2
0f(φ) = g(φ) ✭✷✳✶✶✳✷✮

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛s ✇❡ ❛r❡ ❛♥❛❧②s✐♥❣ ❝✐r❝✉❧❛r ❛❝❝❡❧❡r❛t♦rs✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
t❤❛t t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r✐♦❞✐❝✳ ❆♥② ♣❡r✐♦❞✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ g(φ) ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❛♥❞❡❞ ✐♥
❋♦✉r✐❡r s❡r✐❡s ❛s

g(φ) =
∞
∑

m=−∞
gm exp[imωφ] ✭✷✳✶✶✳✸✮

❚❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❖❉❊ ✇✐❧❧ t❤✉s ♥❡❡❞ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r♠✱ s♦ ✇❡
❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❛s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞
❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ♦♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦♥❡

f(φ) = fH(φ) + fP (φ) = sin(ω0φ+ t) +
∞
∑

m=−∞
fm exp[imωφ] ✭✷✳✶✶✳✹✮

P❧✉❣❣✐♥❣ ✭✷✳✶✶✳✹✮ ✐♥t♦ ✭✷✳✶✶✳✷✮ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

−m2ω2fm + ω2
0fm = gm =⇒ fm =

gm
ω2
0 −mω2

✭✷✳✶✶✳✺✮

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♣r♦✈❡s t❤❛t ✐♥ s✉❝❤ ❛ s②st❡♠ ❡①✐st ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡s♦♥❛♥t
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ω0 = mω✳

❲❤❡♥ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ t✉♥❡ s❛t✐s✜❡s t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

nxQx + nyQy = p ✭✷✳✶✶✳✻✮

t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ✐♠♣♦rt❛♥t✱ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♠❛②
❣r♦✇ r❛♣✐❞❧② ❛♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❧♦st✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤② ✐♥ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❛❝❝❡❧❡r❛t♦rs
✇❡ tr② t♦ ❤❛✈❡ ❛ t✉♥❡ ❢❛r ❛✇❛② ❢r♦♠ ❛♥② ✐♥t❡❣❡r ❛♥❞ r❛t✐♦♥❛❧ ✈❛❧✉❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ✐❢
✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❛s

N = |nx|+ |ny| ✭✷✳✶✶✳✼✮

❲❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡st❛❜✐❧✐③✐♥❣ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r s♠❛❧❧❡r r❡s♦♥❛♥❝❡ ♦r❞❡r✱
s♦ t❤❛t ✐t ✐s ❜❡tt❡r t♦ st❛② ❛✇❛② ❢r♦♠ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❧✐♥❡s ♦❢ ❧♦✇❡r ♦r❞❡r✳

■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✐♥❤❡r❡♥t❧② ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♣✐❝❦✐♥❣ ♦✉t t❤❡ t❡r♠s ❢r♦♠ t❤❡
❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ s❡❝✉❧❛r ❣r♦✇t❤✳ ❋♦r st❛❜❧❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛ ♣❛✐r ♦❢
✈❛❧✉❡s ❢♦r Qx ❛♥❞ Qy ♠✉st ❜❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ❛✈♦✐❞ ♦♣t✐❝❛❧ r❡s♦♥❛♥❝❡s✳ ❚❤✐s ♣❛✐r ♦❢
✈❛❧✉❡s ✐s t❡r♠❡❞ t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ r❡s♦♥❛♥❝❡s ❛r❡ s❤♦✇♥✱ ✉♣ t♦ ✶✷t❤
♦r❞❡r✱ ❢♦r ❜♦t❤ ♣❧❛♥❡s ❛s ❧✐♥❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✶✳✶✳ ❈❛r❡ ♠✉st ❜❡ t❛❦❡♥ t♦
❝❤♦s❡ ❛ ✇♦r❦✐♥❣ ♣♦✐♥t t❤❛t ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡s❡ ❧✐♥❡s✳
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❋✐❣✉r❛ ✷✳✶✶✳✶✿ ❚✉♥❡ ❞✐❛❣r❛♠✳ ❚❤❡ ❝♦❧♦✉r❡❞ ❛r❡❛ ❤✐❣❤❧✐❣❤ts ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ t✉♥❡ s♣❛❝❡
❢r❡❡ ❢r♦♠ ❧♦✇ ♦r❞❡r r❡s♦♥❛♥❝❡ ❧✐♥❡s✱ ❛s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✇❤❡r❡ t♦ ♣❧❛❝❡ t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣
♣♦✐♥t t♦ ❤❛✈❡ ✐t st❛❜❧❡✳❬✷✽❪

✷✳✶✶✳✶ ■♥t✉✐t✐✈❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ r❡s♦♥❛♥❝❡s

❲❡ ✇✐❧❧ ❜r✐❡✢② ♣r❡s❡♥t ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ✐s ❛ s❡①t✉♣♦❧❡ ✐♥ t❤❡
❧❛tt✐❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ t✉♥❡s ♦❢ t❤❡ ❜❡t❛tr♦♥ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ♦♥❡ t❤✐r❞ ♦❢
❛♥ ✐♥t❡❣❡r✳

❚❤❡ ❦✐❝❦ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ r❡❝❡✐✈❡s ❢r♦♠ ♣❛ss✐♥❣ ✐♥ ❛ s❡①t✉♣♦❧❡ ♠❛❣♥❡t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡
sq✉❛r❡ ♦❢ ✐ts ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ♣❤❛s❡✳ ■❢ t❤❡ t✉♥❡ ✐s 1/3, t❤❡♥ ❡✈❡r② t❤r❡❡ t✉r♥s ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞ t♦ ❛ 2π/3 s❤✐❢t ✐♥ ❜❡t❛tr♦♥ ♣❤❛s❡✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ♣✐❝t✉r❡ ❜❡❧♦✇✱ ❡✈❡r② t❤r❡❡
t✉r♥s t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ r❡t✉r♥s t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♣❧✉s ❛♥ ♦✛s❡t✱ ❛♥❞ s♦ ✐ts ❜❡t❛tr♦♥
❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✱ ✐❢ ❧❡❢t ✉♥❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s ❡✛❡❝t✱ ✇♦✉❧❞ ❣r♦✇ q✉✐❝❦❧② t♦
❡①❝❡❡❞ t❤❡ ❜❡❛♠ ♣✐♣❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ❝❛✉s✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ ❧♦ss ✐♥ t❤❡ ❜❡❛♠✳
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❋✐❣✉r❛ ✷✳✶✶✳✷✿ ◆♦r♠❛❧✐s❡❞ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤ Qx = 1/3 r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛ s❡①✲
t✉♣♦❧❛r ❦✐❝❦✳ ❚❤❡ ♣❧♦t ✐❧❧✉str❛t❡s ❤♦✇ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❣r♦✇s ❛❢t❡r t❤r❡❡ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡
t✉r♥s✳



❈❤❛♣t❡r ✸

❈♦❧❧✐❞❡rs

❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣❤②s✐❝s ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ✉s✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛❝❝❡❧❡r❛t♦rs t♦ st✉❞② t❤❡
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♠❛tt❡r t❤❛t ❡①✐st❡❞ ✐♥ ❛ st❛❜❧❡ ❢♦r♠ ♦♥❧② ♠♦♠❡♥ts ❛❢t❡r t❤❡ ❇✐❣ ❇❛♥❣✳
❚♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ r❡❝r❡❛t❡ s✉❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ st❛t❡s ♦❢ ♠❛tt❡r✱ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ❜❡❛♠ ♦❢
❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ♣✉s❤❡❞ t♦ ❤✐t ♠❛tt❡r ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ tr❛♥s♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣②
✐♥ ♠❛ss ✐s st✉❞✐❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❞❡t❡❝t♦rs✳ ❚❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❜❡❛♠ ❛♥❞ ❛ t❛r❣❡t ✐s
t❤✉s ❛♥ ❡❧❛st✐❝ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❜❡❛♠s ❝❛♥ ❜❡✱ ✐♥ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ tr❡❛t❡❞ ❛s r✐❣✐❞
❜♦❞✐❡s ❤✐tt✐♥❣ ♦t❤❡r r✐❣✐❞ ❜♦❞✐❡s✳

✸✳✶ ❈♦❧❧✐❞❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ❝♦❧❧✐❞❡rs ✐s t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡✈❡♥ts ♦❢ tr❛♥s✲
♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❣✉❧❛r ♠❛tt❡r ✐♥t♦ ✉♥st❛❜❧❡ ❛♥❞ ❡①♦t✐❝ st❛t❡s ♦❢ ✐ts❡❧❢✱ t♦ st✉❞② t❤❡✐r
♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✜♥✐t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛ st❛t❡ ♦❢
✐♥t❡r❡st✳ ❊♥❡r❣② ✐s ❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ♠❛ss✱ s♦ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ❡♥❡r❣②✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r
t❤❡ ❞✐✈❡rs✐t② ♦❢ st❛t❡s ♦❢ ♠❛tt❡r t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❞✉❝❡s✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❝♦❧❧✐s✐♦♥s✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❢r♦♠ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♠❛tt❡r st❛t❡
✇✐❧❧ st❡♠✳ ❙♦✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝♦❧❧✐❞❡r
❛r❡✿

❼ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss ❡♥❡r❣②

❼ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♣❡r s❡❝♦♥❞ ✭✉s❡❢✉❧ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✮

❼ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✭❜❡❛♠ ❧✐❢❡t✐♠❡✮

✸✳✶✳✶ ❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss ❡♥❡r❣②

❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❛s t♦ ✇❤❛t t♦ ❝♦❧❧✐❞❡ ❛ ❜❡❛♠ ♦❢ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤✿

✶✳ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r ❜❡❛♠❀

✷✳ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ t❛r❣❡t✳

❚❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤ ♠❛ss m ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② ✐ts ❡♥❡r❣② E ❛♥❞
♠♦♠❡♥t✉♠ ~p [ eV

c
]✳ ❚❤❡s❡ ❢♦r♠ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❡♥❡r❣②✲♠♦♠❡♥t✉♠

✹✲✈❡❝t♦r
~P = (E, ~p) |

∥

∥

∥

~P
∥

∥

∥
=
√

E2 − p2 = m0

✷✹
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●✐✈❡♥ t✇♦ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❡♥❡r❣②✲♠♦♠❡♥t✉♠ ✹✲✈❡❝t♦r ~P1 = (E1, p1)✱ ~P2 =(E2,p2)
❛♥❞ ♠❛ss❡s m1 = m2 = m✱ t❤❡ ❝❡♥tr❡ ♦❢ ♠❛ss ❡♥❡r❣② r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✇✐❧❧
❜❡✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✿

Ecm =
√

(E1 + E2)2 − (p1 + p2)2 ✭✸✳✶✳✶✮

❆ ✜①❡❞ t❛r❣❡t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ❜❡❛♠ ✇✐t❤ ♥♦ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ✐✳❡✳ ~p2 = 0✳ ❖♥ t❤❡
♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐♥ ❛ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❜❡❛♠s t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♣♦✐♥t
✐s ❛t r❡st ✐♥ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r② ❢r❛♠❡✱ ✐✳❡✳ ~p2 = −~p1✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♦❜t❛✐♥❛❜❧❡ ❡♥❡r❣✐❡s
❛r❡✱ t❤✉s✿

▼♦♠❡♥t✉♠ ❘❡s✉❧t✐♥❣ ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss ❊♥❡r❣② ✼ ❚❡❱ ♣r♦t♦♥ ❝♦❧❧✐s✐♦♥

❋✐①❡❞ t❛r❣❡t p2 = 0 Ecm =
√

2m2
0 + 2m0E1 ≃ 115GeV

❇❡❛♠✲❜❡❛♠ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ~p2 = −~p1 Ecm =
√

(E1 + E2)2 14TeV

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✳✶✿ ❖❜t❛✐♥❛❜❧❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✜①❡❞ t❛r❣❡t ❛♥❞ ❜❡❛♠✲❜❡❛♠
❝♦❧❧✐s✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✳✶✿ ❈❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss ❡♥❡r❣② ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ✇✐t❤ ✐♥❝✐❞❡♥t ❜❡❛♠ ❡♥❡r❣②

◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞❡♥s✐t② ✐♥ ❛ ❜❡❛♠ ✐s ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✐♥ ❛ s♦❧✐❞ ♦r ❧✐q✉✐❞
t❛r❣❡t✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦♥❡ tr✐❡s t♦ ❝r♦ss t❤❡ ❜❡❛♠s ♠❛♥② t✐♠❡s ❛♥❞ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ❜❡❛♠
✐♥t❡♥s✐t✐❡s ✭✐✳❡✳ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ❜✉♥❝❤❡s ♣❡r ❜❡❛♠✮✳ ❚❤❛t✬s ✇❤② t❤❡ ❝❤♦✐❝❡
♦❢ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❝♦❧❧✐❞❡r✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ♣❛ss✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❜❡❛♠ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t✱ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❝❤♦✐s❡ ❢♦r ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ♣❤②s✐❝s
st✉❞✐❡s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss ♠♦r❡ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❝♦❧❧✐❞❡rs✬ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥
t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳
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✸✳✶✳✷ ▼❛❝❤✐♥❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥

❲❤❡♥ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❛ ❝♦❧❧✐❞❡r ✇❡ ❝❛♥ ✐❞❡♥t✐❢② ❞✐✛❡r❡♥t st❛❣❡s✱ ♥❛♠❡❧②✿

❼ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡✱ ✇❤✐❝❤ st❛rts ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst ❜✉♥❝❤ ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥ ♦❢ ❜✉♥❝❤❡s t❤❛t
❝♦♠♣♦s❡s t❤❡ ❜❡❛♠ ❡♥t❡r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡✱ ❛♥❞ ❡♥❞s ✇❤❡♥ t❤❡ ❧❛st ❜✉♥❝❤
❡♥t❡rs t❤❡ ❝♦❧❧✐❞❡r

❼ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡✱ ❞✉r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❘❋ ❝❛✈✐t② ♣r♦✈✐❞❡s ❡♥❡r❣② t♦ t❤❡ ❜❡❛♠✳
❚❤✐s ♣❤❛s❡ ❡♥❞s ✇❤❡♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ❤❛s ❜❡❡♥ r❛♠♣❡❞ ✉♣ t♦ t❤❡ ♦♥❡
❞❡s✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s

❼ st❛❜❧❡ ❜❡❛♠ ♣❤❛s❡✱ ❞✉r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠s ❜❡❝♦♠❡s ③❡r♦
❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ r✐♥❣ ❛♥❞ ♠❛❞❡ t♦ ❝♦❧❧✐❞❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✱
✉♥t✐❧ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ✐s ♥♦ ♠♦r❡ ✉s❡❢✉❧

❼ ❞✉♠♣✐♥❣ ♣❤❛s❡✱ ❞✉r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❛ ❦✐❝❦❡r ♠❛❣♥❡t ✐s ❛❝t✐✈❛t❡❞ t♦ ❞✉♠♣ t❤❡ ❜❡❛♠
♦✉t ♦❢ t❤❡ r✐♥❣ ✐♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❧♦❝❛t✐♦♥

✸✳✷ ▲✉♠✐♥♦s✐t②

❚❤❡ ✜❣✉r❡ ♦❢ ♠❡r✐t ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❛ ❝♦❧❧✐❞❡r ✐s t❤❡ ❧✉♠✐♥♦s✐t② L✱
❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t② ❢❛❝t♦r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ σp ❛♥❞ t❤❡ r❛t❡ ♦❢
❡✈❡♥ts ♣❡r s❡❝♦♥❞s dR

dt
✱ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

dR

dT
= Lσp ✭✸✳✷✳✶✮

❚❤❡ ✉♥✐t ♦❢ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❧✉♠✐♥♦s✐t② ✐s t❤✉s m−2s−1✱ ❜✉t ✐t ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✐♥✲
❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ fb−1s−1♦r ✑✐♥✈❡rs❡ ❢❡♠t♦❜❛r♥s ♣❡r s❡❝♦♥❞✑✱ ✇❤❡r❡ 1b = 10−28m2 ❛♥❞
1fb = 1043m2❛r❡ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛r ✉♥✐ts t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧✉♠✐♥♦s✐t②
❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧✐❞❡r t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉s❡❢✉❧ ✐♥t❡r✲
❛❝t✐♦♥s ♦r ❡✈❡♥ts✱ ❛♥❞ ❛s ✐t ✐s ❛ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧
r❡❛❝t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❛ r❡❧✐❛❜❧❡ ✜❣✉r❡ ♦❢ ♠❡r✐t ❛♥❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛♥❞ ❛r❡ ❜❡✐♥❣
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡ ✐t ❛❝❝✉r❛t❡❧②✳

✸✳✷✳✶ ▲✉♠✐♥♦s✐t② ♠♦❞❡❧

■♥ ❛ ❝♦❧❧✐❞❡r t❤❡ ❜❡❛♠s t❤❛t ❝✐r❝✉❧❛t❡ ❛r❡ ✑❜✉♥❝❤❡❞✑✱ ♠❡❛♥✐♥❣ ❡❛❝❤ ❜❡❛♠ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞
♦❢ nb ❜✉♥❝❤❡s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✇✐t❤ ❛ r❡❣✉❧❛r s♣❛❝✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳ ❙♦ ✐♥ ❛ ♠✉❧t✐✲❜✉♥❝❤
❜❡❛♠✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❧✉♠✐♥♦s✐t② ❛s

L = nbfL ✭✸✳✷✳✷✮

✇❤❡r❡ f ✐s t❤❡ r❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ L ✐s t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❜✉♥❝❤ ❝r♦ss✐♥❣ ❧✉♠✐♥♦s✐t②✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳✶✿ ❙✐♥❣❧❡ ❜✉♥❝❤ ❤❡❛❞✲♦♥ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ s❝❤❡♠❡❬✷✸❪

❋♦r ❛♥② t✇♦ ❜✉♥❝❤❡s ❝r♦ss✐♥❣ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✐♥ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ✭■P✮✱ ❣✐✈❡♥

❼ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s Ni ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ❜❡❛♠ i

❼ t❤❡ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ❞❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t✐♠❡ ρi(x, y, s, t) ♦❢ ❡❛❝❤
❜✉♥❝❤

❼ t❤❡ ❜✉♥❝❤❡s ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ~vi

✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❝r♦ss✐♥❣ ❧✉♠✐♥♦s✐t② ❛s

L ∝ KN1N2

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ρ1(x, y, z, t)ρ2(x, y, z, t)dxdydsdt ✭✸✳✷✳✸✮

✇❤❡r❡ ❑ ✐s t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❢❛❝t♦r

K =
√

(~v1 − ~v2)2 − (~v1 × ~v2)2/c2 ✭✸✳✷✳✹✮

❚♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧✱ ✇❡ ❝❛♥ ♠❛❦❡ t❤❡ s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞
❞❡♥s✐t✐❡s ✐♥ ❛❧❧ ♣❧❛♥❡s✱ t❤✉s ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ ❢❛❝t♦r✐s❡ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉s✐♦♥ ❛s

ρi(x, y, s, t) = ρxi
(x)ρyi(y)ρsi(s± vit) ✭✸✳✷✳✺✮

■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❡①❛❝t ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❧✉♠✐♥♦s✐t② ✇❡ s❤♦✉❧❞ ❦♥♦✇ ❡❛❝❤ ❜✉♥❝❤✲
♣❡r✲❜✉♥❝❤ ❝❤❛r❣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❛
❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❢♦r ❛♥❛❧②t✐❝ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❚♦ ❢✉rt❤❡r r❡❞✉❝❡ t❤❡
❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❡ ♠❛❦❡ t❤❡ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥
✐s ③❡r♦ ❛t t❤❡ ■P✳ ❲✐t❤ t❤❡s❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s✱ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❜✉♥❝❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡

ρi(x, y, s, t) =
1

(2π)3/2σxi
σyiσsi

exp

(

− x2

2σ2
xi

− y2

2σ2
yi

− (s− vit)
2

2σ2
si

)

i = 1, 2 ✭✸✳✷✳✻✮

✇❤❡r❡ σ ✐s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s t❤❡
s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦❢ ✭✷✳✻✳✶✮ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣❧❛♥❡✱ ②✐❡❧❞✐♥❣

σz =
√

ǫzβz z = x, y ✭✸✳✷✳✼✮
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❆s ✇❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ❜✉♥❝❤❡s✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ v1 = v2 = c ❛♥❞ ♣✉tt✐♥❣
t♦❣❡t❤❡r ❛❧❧ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡✇r✐t❡ ✭✸✳✷✳✷✮ ❛s

L =
nbfKN1N2

(2π)6/2σ2
xi

σ2
yi

σ2
si

∫

∞

−∞

exp



−
x2

σ2
x1

+ σ2
x2



 dx

∫

∞

−∞

exp



−
y2

σ2
y1

+ σ2
y2



 dy

∫

∞

−∞

exp



−
s2

σ2
s1

+ σ2
s2



 ds

∫

∞

−∞

exp



−
(ct)2

σ2
s1

+ σ2
s2



 dt

✭✸✳✷✳✽✮

❲❡ s♦❧✈❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛

∫ ∞

−∞
exp

(

−at2
)

dt =

√

π

a
✭✸✳✷✳✾✮

❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ♦❢ σs1 ≈ σs2 ✇❡ ✜♥❛❧❧② ♦❜t❛✐♥

L =
nbfKN1N2

4π
√

σ2
x1

+ σ2
x2

√

σ2
y1
+ σ2

y2

✭✸✳✷✳✶✵✮

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t t❤❡ ❜❡❛♠s ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❡q✉❛❧ tr❛♥s✈❡rs❡ s✐③❡s✱ ♠❡❛♥✐♥❣

σx1 = σx2 = σx ∪ σy1 = σy2 = σy ✭✸✳✷✳✶✶✮

t❤❡♥ t❤❡ ❧✉♠✐♥♦s✐t② ❢♦r ❡q✉❛❧ ❜❡❛♠s ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

L =
nbfKN1N2

8πσxσy
✭✸✳✷✳✶✷✮

✸✳✷✳✷ ■❞❡❛❧ ❤❡❛❞✲♦♥ ❝♦❧❧✐s✐♦♥

■❢ t❤❡ ❜❡❛♠s ❛r❡ ❝♦❧❧✐❞✐♥❣ ✇❤✐t❤♦✉t ❛♥② t✐❧t✱ t❤❡♥ ~v1 = −~v2 ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝
❢❛❝t♦r ❜❡❝♦♠❡s K = 2✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛ ❧✉♠✐♥♦s✐t② ❢❛❝t♦r ♦❢

L =
nbfN1N2

4πσxσy
= L0 ✭✸✳✷✳✶✸✮

❢♦r ❡q✉❛❧ ❜❡❛♠s✳

✸✳✸ ◆♦♥✲✐❞❡❛❧✐t✐❡s ✐♥ r❡❛❧ ♠❛❝❤✐♥❡s

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡✛❡❝ts ✐♥ ♦✉r ❧✉♠✐♥♦s✐t② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱
s✉❝❤ ❛s✿

❼ ❈r♦ss✐♥❣ ❛♥❣❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❛✈♦✐❞ ✉♥✇❛♥t❡❞ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✐♥ ♠❛❝❤✐♥❡s
✇✐t❤ ♠❛♥② ❜✉♥❝❤❡s✱ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❞❛t❛ ♣✐❧❡✲✉♣ ✐♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦rs✳

❼ ❈♦❧❧✐s✐♦♥ ♦✛s❡t✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✇❛♥t❡❞ ♦r ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❜❡❛♠✲❜❡❛♠ ❡✛❡❝ts

❼ ❍♦✉r❣❧❛ss ❡✛❡❝t✱ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❡✛❡❝t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡t❛tr♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✱ t❤✉s ✈✐♦❧❛t✐♥❣ ♦✉r ♣r❡✈✐♦✉s ❛ss✉♠♣t✐♦♥
♦❢ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❜❡❛♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs

❼ ◆♦♥✲❣❛✉ss✐❛♥ ❜❡❛♠ ♣r♦✜❧❡s✱ ✇❤♦s❡ ✐♠♣❛❝t ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t
t❤❡♦r❡♠✳
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❼ ◆♦♥✲③❡r♦ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛t ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♣♦✐♥t

❼ α∗ 6= 0 ✐❢ ❞✉❡ t♦ ♦♣t✐❝❛❧ ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♣♦✐♥t ✐s ♥♦t ❛t t❤❡ ✇❛✐st ♦❢
t❤❡ ❜❡t❛tr♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜✉t s❧✐❣❤t❧② ❞✐s♣❧❛❝❡❞✱ ✇✐t❤ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡
❜❡❛♠ s✐③❡

❚❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❛♥❛❧②s❡ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s t❤❡ ✜rst ♥♦♥✲✐❞❡❛❧✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡
❧✐st✳

✸✳✸✳✶ ❈r♦ss✐♥❣ ❛♥❣❧❡

■♥ ❛ ❝♦❧❧✐❞❡r ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ t✇♦ ❝♦✉♥t❡rr♦t❛t✐♥❣ ❜✉♥❝❤❡s ❝r♦ss ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✇✐t❤ ❛ ❝r♦ss✐♥❣
❛♥❣❧❡ θ✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t ♦♥❧② ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡❛s♦♥s ❜✉t
❛❧s♦ ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♥t❛✐♥ ❞❡str✉❝t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ❜❡❛♠✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ❜❡❛♠
❜❡❛♠ ❡✛❡❝ts t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♥❛❧②s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✳ ■t ✐s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡
t♦t❛❧ ❜❡❛♠ s❡♣❛r❛t✐♦♥✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ s✐③❡ σv✱ t❤❛t ✐s t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t
♣❛r❛♠❡t❡r ✇❤❡♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ♣❛r❛s✐t✐❝ ❜❡❛♠✲❜❡❛♠ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳ ❖♥ t❤❡
♦t❤❡r ❤❛♥❞ t❤❡ ❝r♦ss✐♥❣ ❛♥❣❧❡ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❧✉♠✐♥♦s✐t②✿ t❤❡ ❧❛r❣❡r ✐s t❤❡ ❝r♦ss✐♥❣ ❛♥❣❧❡✱
t❤❡ s♠❛❧❧❡r ✐s t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ ♦✈❡r❧❛♣ ❛♥t t❤❡r❡❢♦r❡ s♠❛❧❧❡r ✐s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦❧❧✐s✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❤❛❞r♦♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✳✶✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤❡ ❧✉♠✐♥♦✉s r❡❣✐♦♥✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝r♦ss✐♥❣
s❝❤❡♠❡❬✷✹❪✳

❆ss✉♠✐♥❣ ❛ ❝r♦ss✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣❧❛♥❡ ✭①✱s✮✱ t❤❡ ♥❡✇ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ s❤♦✇♥ ✐♥
✭✸✳✸✳✷✮✱ ❜❡❝♦♠❡
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✳✷✿ ❚✐❧t❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❢♦r t❤❡ ❝r♦ss✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ s❝❤❡♠❡❬✷✸❪

{

x1 = x cos φ
2
− s sin φ

2
, s1 = s cos φ

2
+ x sin φ

2

x2 = x cos φ
2
+ s sin φ

2
, s2 = s cos φ

2
− x sin φ

2

✭✸✳✸✳✶✮

▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❢❛❝t♦r ❝❤❛♥❣❡s✱ ❛s t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♦♣♣♦s✐♥❣ ❜❡❛♠ ♥♦✇
❛r❡ ♥♦t ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♥②♠♦r❡✱ t❤✉s ②✐❡❧❞✐♥❣

Kca = 2 cos2
φ

2
✭✸✳✸✳✷✮

❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❧✉♠✐♥♦s✐t② ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r ❡q✉❛❧
❜❡❛♠s ❜❡❝♦♠❡s

L = 2 cos2
φ

2
N1N2fnb

∫
∞

−∞

∫
∞

−∞

∫
∞

−∞

∫
∞

−∞

ρx1
(x1)ρy1 (y1)ρs1 (s1−s0)ρx2

(x2)ρy2 (y2)ρs2 (s2+s0)dxdydsdt ✭✸✳✸✳✸✮

❚♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t✇♦ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❣❛✉ss✐❛♥ r♦✉♥❞ ❜❡❛♠s✱ ✇❡ ♥♦✇ ✉s❡
♥♦t ♦♥❧② ✭✸✳✷✳✾✮ ❜✉t ❛❧s♦ ❢♦r♠✉❧❛

∫ ∞

−∞
exp[−(at2 + bt+ c)]dt =

√

π/a · exp
(

b2 − ac

a

)

✭✸✳✸✳✹✮

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ♥❡❣❧❡❝t ❛❧❧ t❤❡ ♠✐①❡❞ ♣r♦❞✉❝t t❡r♠s ♦❢ σx, x and sin(φ/2) ❛♥❞ ❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t❡ t❤❡ ❧❛tt❡r t❡r♠ ✇✐t❤ t❤❡ t❛♥❣❡♥t✱ ✐♥ t❤❡ r❡❛❧✐st✐❝ ❤②♣♦t❤❡s❡s ♦❢ s♠❛❧❧ ❝r♦ss✐♥❣
❛♥❣❧❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❧✉♠✐♥♦s✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

L =
N1N2fnb

4πσxσy
· S = L0 · S ✭✸✳✸✳✺✮

✇❤❡r❡ ❙ ✐s t❤❡ reduction factor ❞✉❡ t♦ ❝r♦ss✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

S =
1

√

1 + ( σs

σx
tan φ

2
)2

≈ 1
√

1 + ( σs

σx

φ
2
)2

✭✸✳✸✳✻✮

✐♥ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ σs ≫ σx,y✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐t② θPA = φσs

2σx
✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ Piwinski angle✳
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✸✳✸✳✷ ❖✛s❡t

■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ❜❡❛♠s ❝r♦ss ♥♦t ♦♥❧② ✇✐t❤ ❛ ❝r♦ss✐♥❣ ❛♥❣❧❡✱ ❜✉t ❛❧s♦
✇✐t❤ ❛♥ ♦✛s❡t ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❜❡❛♠ ❝❡♥tr♦✐❞s ✐♥ t❤❡ ❝r♦ss✐♥❣ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦r❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛r❡ t❤✉s

{

x1 = d1 + x cos φ
2
− s sin φ

2
, s1 = s cos φ

2
+ x sin φ

2

x2 = d2 + x cos φ
2
+ s sin φ

2
, s2 = s cos φ

2
− x sin φ

2

✭✸✳✸✳✼✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✳✸✿ ◆❡✇ ❛①❡s ❢♦r ❛ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✇✐t❤ ❝r♦ss✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ ❜❡❛♠s ♦✛s❡t❬✷✸❪

❙♦ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ s♦❧✈❡ ✭✸✳✸✳✸✮ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡✇ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❆❢t❡r ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✐♥ ❞② ❛♥❞
ds0✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✱ t❤❡ ♥❡✇ ✐♥t❡❣r❛❧ ②✐❡❧❞s

L = N1N2fnb

2πσxσs
· 2 cos2 φ

2

∫ ∫

exp

(

−x2 cos2 φ
2
+s2 sin2 φ

2
σ2
x

)

exp

(

−x2 sin2 φ
2
+s2 cos2 φ

2
σ2
s

)

exp−
(

−d21+d22+2(d1+d2)x cos φ
2
−2(d2−d1)s sin

φ
2

σ2
x

)

dxds

✭✸✳✸✳✽✮

■♥t❡❣r❛t✐♥❣ ♦✈❡r ①✱ ✇❡ t❤❡♥ ♦❜t❛✐♥

L =
N1N2fnb

8π
3
2σs

· 2 cos2 φ
2

∫

W · exp(−As
2 + 2Bs)

σxσy
ds ✭✸✳✸✳✾✮

✇❤❡r❡

A =
sin2 φ

2

σ2
x

+
cos2 φ

2

σ2
s

B =
(d2−d1) sin

φ
2

2σx

W = exp
[

− 1
4σ2

x
(ds − d1)

2
] ✭✸✳✸✳✶✵✮

■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛ ❝r♦ss✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ ❛♥ ♦✛s❡t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜❡❛♠s✱ t❤❡
❧✉♠✐♥♦s✐t② ❢♦r♠✉❧❛ ❜❡❝♦♠❡s

L = L0 ·W · S · exp(B
2

A
) ✭✸✳✸✳✶✶✮

✇❤❡r❡ ❙ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝r♦ss✐♥❣ ❛♥❣❧❡ φ✱ ❲ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♦✛s❡t s❡♣❛r❛t✐♦♥ d ❛♥❞
t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ t❡r♠ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❜♦t❤ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳



❈❤❛♣t❡r ✹

❇❡❛♠✲❜❡❛♠ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛t ❤✐❣❤

❡♥❡r❣②

❚❤✉s ❢❛r ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦♥❧② t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜❡❛♠ ♦❢ ♥♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s
✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s✳ ▼❛♥② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐♥ ❛❝❝❡❧❡r✲
❛t♦r ♣❤②s✐❝s ✐♥✈♦❧✈❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ✐♥t❡r♣❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜❡❛♠ ❛♥❞ ✐ts s✉rr♦✉♥❞✐♥❣s
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ✐♥✐t✐❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❜❡❛♠✳ ❯s✉❛❧❧②✱ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s
❛r❡ ♥♦t ❜❡♥✐❣♥ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❛t❛❧♦❣ ♦❢ ❜❡❛♠ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❡ ♦♥❡s ♦❢
❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝ts ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t✱
✇❡ ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❜❡❛♠✲❜❡❛♠ ❡✛❡❝t✳

❚❤❡ t✇♦ ❝♦✉♥t❡rr♦t❛t✐♥❣ ❜❡❛♠s ✐♥ t❤❡ ▲❍❈ ❝✐r❝✉♠❢❡r❡♥❝❡ ❛r❡ ♠❛❞❡ t♦ ❝♦❧❧✐❞❡ ✐♥
❢♦✉r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✱ ✇❤❡r❡ t❤❡② ♣❛ss ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❜❡❛♠ ❛♥❞ ❛r❡
s✉❜❥❡❝t t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s✳ ❆s t❤❡ t✇♦ ❜❡❛♠s s❤❛r❡ ♦♥❡ ❝♦♠♠♦♥
❜❡❛♠ ♣✐♣❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❢♦✉r ❞❡s✐❣♥❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✱ t❤❡ ♣r♦t♦♥s ✇✐❧❧ s✉✛❡r ✉♣
t♦ ✶✷✵ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ♦r ✑♣❛r❛s✐t✐❝✑ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✇✐t❤ ❜✉♥❝❤❡s ♦❢ t❤❡ ♦♣♣♦s✐♥❣
❜❡❛♠✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡s❡ ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❧✐♠✐ts t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡
♣r♦t♦♥s ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❧✐❦❡❧② r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❜❡❛♠ ❧✐❢❡t✐♠❡✳

❚❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❝❛✉s❡s ❛❜r✉♣t ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱
r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❞❡s✐r❡❞ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ ❛r❡❛ ❞❡♠❛♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ❜❡❛♠✳

❆ ❜❡❛♠ ❛❝ts ♦♥ ♣❛rt✐❝❧❡s ❧✐❦❡ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❧❡♥s✱ ❜✉t ✐t ❞♦❡s ♥♦t r❡♣r❡s❡♥t ❛
s✐♠♣❧❡ ❢♦r♠ ✭✐✳❡✳ ♥♦t ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ♠✉❧t✐♣♦❧❡s✮✳ ■♥st❡❛❞ ✐t ♣r❡s❡♥ts ❛ ✈❡r② ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r
❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡s✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s✐♥❣❧❡
❜✉♥❝❤✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ✈❛r② ❢r♦♠ ❜✉♥❝❤ t♦ ❜✉♥❝❤✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜❡❛♠s ✐s ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐ts❡❧❢✳

❚❤❡ ❜❡❛♠✲❜❡❛♠ ❢♦r❝❡ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❧✐♠✐t✐♥❣ ❢❛❝t♦rs ✐♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝♦❧❧✐❞❡r✱ ♠❛✐♥❧② ✐♥ t❤❡ ❞❡❧✐✈❡r❡❞ ❧✉♠✐♥♦s✐t②✳ ❋♦r ❤✐❣❤ ❜✉♥❝❤ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s
t❤❡ ❜❡❛♠✲❜❡❛♠ ❢♦r❝❡ ✐s str♦♥❣ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❡①♣❡❝t ♦r❜✐t ❡✛❡❝ts ✐❢ t❤❡ t✇♦ ❜❡❛♠s ❞♦
♥♦t ❝♦❧❧✐❞❡ ❤❡❛❞✲♦♥ ❜✉t ✇✐t❤ ❛ ❝r♦ss✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ♦r ✇✐t❤ ❛ ❣✐✈❡♥ ♦✛s❡t✳

✸✷
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✹✳✶ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ r❡❣✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳✶✿ ❚r✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠s ❡♥✈❡❧♦♣❡s ❛t
■P✶✭❆❚▲❆❙✮❬✺❪✳

■♥ t❤❡ ▲❍❈ t✇♦ ♣r♦t♦♥ ❜❡❛♠s✱ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✷✽✵✽ ❜✉♥❝❤❡s ✇✐t❤ 1011❛✈❡r❛❣❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦t♦♥s ♣❡r ❜✉♥❝❤✱ ❛r❡ st♦r❡❞ ✐♥ t✇♦ s❡♣❛r❛t❡ ❜❡❛♠ ♣✐♣❡s ✐♥ ❝♦✉♥t❡rr♦✲
t❛t✐♥❣ ♦r❜✐ts✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥ ✹ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ r❡❣✐♦♥s ✭■❘s✮ t❤❡ ❜❡❛♠ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐s r❡❞✉❝❡❞
✈✐❛ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② ♣♦✇❡r❡❞ ❞✐♣♦❧❡s✱ ✉♥t✐❧ t❤❡ t✇♦ ♦♣♣♦s✐♥❣ ❜❡❛♠s
❝♦❧❧✐❞❡ ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ r❡❣✐♦♥✱ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ✭■P✮✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳✷✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝✐♦♥ r❡❣✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ ■P✶✳ ❋r♦♠ ❧❡❢t
t♦ r✐❣❤t✿ ✭◗✶✱◗✷✱◗✸✮ ✜♥❛❧ tr✐♣❧❡t q✉❛❞r✉♣♦❧❡s❀ ❉✶✿ ❞✐♣♦❧❡ s❡♣❛r❛t♦r❀ ❚❆◆✿ ❚❛r❣❡t
❆❜s♦r❜❡r❀ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts✿ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♠❛❣♥❡ts✳
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✹✳✷ ❇❡❛♠✲❜❡❛♠ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛t ❛ ❣❧❛♥❝❡

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✳✶✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❜✉♥❝❤❡❞ ❜❡❛♠s ✐♥ t❤❡ ▲❍❈ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
r❡❣✐♦♥s❬✷✺❪

❚❤❡ ❜❡❛♠✲❜❡❛♠ ❢♦r❝❡ ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ t✇♦ ❝♦❧❧✐❞✐♥❣ ❝❤❛r❣❡❞ ❜❡❛♠s
♣❛ss ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❜❡❛♠ ♣✐♣❡ ♥❡①t t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ✭■Ps✮✱ t❤❡②
❡①❡rt ❛ ❢♦r❝❡ ♦♥ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r✳

❲❡ ❝❛♥ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t✇♦ ❦✐♥❞ ♦❢ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✿

❼ ❍❡❛❞✲❖♥ ❜❡❛♠✲❜❡❛♠ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✭❍❖✮✱ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦✉♥t❡rr♦t❛t✐♥❣
❜✉♥❝❤❡s ❝r♦ss ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡✐r ❝❡♥t❡r tr❛♥s✈❡rs❡❧② ❛❧✐❣♥❡❞ ✭✇✐t❤♦✉t ♦✛s❡t
❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❝r♦ss✐♥❣ ❛♥❣❧❡✮❀

❼ ▲♦♥❣ ❘❛♥❣❡ ❇❡❛♠✲❇❡❛♠ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✭▲❘❇❇■✮✱ ✇❤✐❝❤ ♦❝❝✉r ❛t ❛ ❧❛r❣❡ tr❛♥s✲
✈❡rs❡ ♦✛s❡t ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡❛♠ s✐③❡✱ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♣♦✐♥t✳

■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s t❤❡ ♣❛r❛s✐t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♠♦st❧② ❝❛✉s❡s ❧♦❝❛❧✐s❡❞ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❞✐st♦rt✐♦♥s✱
✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❝❛✉s❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❜❡t❛tr♦♥ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ t✉♥❡ s❤✐❢t
✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② s♣❛❝❡✱ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ♣❛r❛❣r❛♣❤✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛s
❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s str♦♥❣
✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r ✜❡❧❞s ❛♥❞ ❢♦r❝❡s✳

❲❤✐❧❡ t❤❡ ❤❡❛❞✲♦♥ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✐s ✉♥❛✈♦✐❞❛❜❧❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ ❧♦♥❣✲
r❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❝r♦ss✐♥❣ ❛♥❣❧❡✱ ❜✉♥❝❤ s♣❛❝✐♥❣✱
♦♣t✐❝s ❧❛②♦✉t✮✳

❲❡ ✇✐❧❧ ✜rst ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❤❡❛❞✲♦♥ ❜❡❛♠ ❜❡❛♠ ❡✛❡❝t✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s
✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♦❢ ♦♥❡ ❜❡❛♠ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡
❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♦t❤❡r ❜❡❛♠ ✭✇❡❛❦✲str♦♥❣ ♠♦❞❡❧✮✳
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✹✳✸ ❍❡❛❞✲♦♥ ❜❡❛♠✲❜❡❛♠ ❢♦r❝❡

❚❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❢♦r❝❡ ❡①❡rt❡❞ ♦♥ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤ ✈❡❧♦❝✐t② ~v1 ❢r♦♠ ❛ ❝♦✉♥t❡r✲r♦t❛t✐♥❣
❜✉♥❝❤ t❤❛t ♠♦✈❡s ✇✐t❤ ✈❡❧♦❝✐t② ~v2 ✐s t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡

~F❂❡✭ ~E✰~v1 × ~B✮ ✭✹✳✸✳✶✮

■♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ r❡st ❢r❛♠❡ ✇❡ ♦♥❧② ❤❛✈❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ✜❡❧❞s✱ ✐✳❡✳ ~E ′ 6= 0, ~B′ ≡ 0✳
❚r❛♥s❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ✜❡❧❞s ✐♥t♦ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r② ❢r❛♠❡ t❤r♦✉❣❤ ▲♦r❡♥t③ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s
✇❡ ♦❜t❛✐♥✿

E‖ = E ′
s B‖ =

γ2
c2
~v2 × E ′

‖ = 0

E⊥ = γ2E
′
⊥ B⊥ = γ2

c2
~v2 × E ′

⊥
✭✹✳✸✳✷✮

❲❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡ t❤❛t ♦♥❡ ❜❡❛♠ ❡①❡rts
♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞s✱ t❤✉s
❜❡✐♥❣

F⊥ = eγ2E
′
⊥(1 + β1β2) = eE⊥(1 + β1β2) ✭✹✳✸✳✸✮

✇❤❡r❡ βi =
vi
c
❢♦r i = 1, 2✳

❲❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞ t♦ ❦♥♦✇ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ r❡st
❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✜♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡✳

❚♦ ♦❜t❛✐♥ s✉❝❤ ✈❛❧✉❡✱ ✇❡ ✜rst ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s❛t✐s❢②✐♥❣
P♦✐ss♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥

∇2φ = − 1

ǫ0
ρ(x, y, s) ✭✹✳✸✳✹✮

✇❤♦s❡ ❣❡♥❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ♣♦❧❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐s

φ(~r) =
1

4πǫ0

∫

ρ(~r′)

|~r − ~r′|d
3~r′ ✭✹✳✸✳✺✮

❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❞❡r✐✈✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛s ✐ts ❣r❛❞✐❡♥t

~E ′ = −∇φ(x, y, s) ✭✹✳✸✳✻✮

❚❤❡ ✜❡❧❞ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❢♦❧❧♦✇
✈❛r✐♦✉s ♣♦ss✐❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✜❡❧❞s ✭❛♥❞ t❤✉s ❢♦r❝❡s✮✳ ■t ✐s ♥♦t
❛❧✇❛②s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t♦ ❛rr✐✈❡ ❛t ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥
❢♦r t❤❡ ❢♦r❝❡s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ ❡✐t❤❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡
✉s❡❞✳

✹✳✸✳✶ ❇❡❛♠✲❜❡❛♠ ❢♦r❝❡ ❢♦r ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❜❡❛♠

❆s t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❧❡♥❣t❤ ✐s ♠✉❝❤ ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠✱ ✐✳❡✳ σs ≫
σx,y✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥❡❣❧❡❝t t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✉♥❝❤ t♦
t❤❡ ❣❛✉ss✐❛♥ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤✉s ✇❡ ❛ss✉♠❡ ✐t t♦ ❜❡ ❛ ❜✐✲●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
ρ(x, y) = ρ(x)ρ(y) ✐♥ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣❧❛♥❡s

ρ(x, y) =
ne

σxσy2π
exp

(

− x2

2σ2
x

− y2

2σ2
y

)

where z = x, y ✭✹✳✸✳✼✮
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✇✐t❤
σz =

√

βzǫz with z = x, y ✭✹✳✸✳✽✮

P❧✉❣❣✐♥❣ ✭✹✳✸✳✼✮ ✐♥t♦ ✭✹✳✸✳✹✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❣✐✈❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝❧♦s❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛s ❬✷✵❪

φ(x, y) =
ne

4πǫ0

∫ ∞

0

exp
(

− x2

2σ2
x+q

− y2

2σ2
y+q

)

√

(2σ2
x + q)(2σ2

y + q)
dq ✭✹✳✸✳✾✮

✇❤❡r❡ ♥ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ❛ ❜✉♥❝❤✱ ❡ ✐s t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ ǫ0 ✐s
t❤❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ♦❢ ❢r❡❡ s♣❛❝❡✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛ s❛t✐s✜❡s t❤❡
♣♦t❡♥t✐❛❧ ❜② ♣❧✉❣❣✐♥❣ ✐t ❜❛❝❦ ✐♥t♦ P♦✐ss♦♥✬s ❡q✉❛t✐♦♥✳

✹✳✸✳✷ ❘♦✉♥❞ ❜❡❛♠s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

❲❤❡♥ t❤❡ t✇♦ ❜❡❛♠s ❛r❡ ❜r♦✉❣❤t ✐♥t♦ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✱ t❤❡② ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ♠❛❞❡ r♦✉♥❞ ♠❡❛♥✐♥❣
σx ≈ σy ≈ σ✳ ❲✐t❤ t❤✐s s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ✭✹✳✸✳✾✮ ❜❡❝♦♠❡s

φ(r) =
ne

4πǫ0

∫ ∞

0

exp
(

− r2

2σ2+q

)

(2σ2 + q)
dq ✭✹✳✸✳✶✵✮

✇❤❡r❡ r2 = x2+ y2✳ ◆♦✇ ✐t ✐s ♠♦r❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞
✐♥ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ❛s

Er =
ne

4πǫ0

δ

δr

∫ ∞

0

exp
(

− r2

2σ2+q

)

(2σ2 + q)
dq ✭✹✳✸✳✶✶✮

❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢r♦♠ q t♦ t = 1
2σ2+q

❛♥❞ ✐♥✈❡rt✐♥❣ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥✳

Er =
ne

2πǫ0
r

∫

exp(−tr2)dt = − ne

2πǫ0

1

r

[

1− exp(− r2

2σ2
)

]

✭✹✳✸✳✶✷✮

❚❤❡ ✜♥❛❧ st❡♣ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡ ✐♥ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐s
tr✐✈✐❛❧❧② t♦ ♠✉❧t✐♣❧② t❤❡ ✜❡❧❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t♦r e(1 + β1β2) ❛s ✐♥ ✭✹✳✸✳✸✮✳ ■♥ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥
♣♦✐♥t ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ t✇♦ ❜❡❛♠s t♦ ❜❡ tr❛✈❡❧❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ β✱ ✜♥❛❧❧② ♦❜t❛✐♥✐♥❣

Fr = −ne
2(1 + β2)

2πǫ0

1

r

[

1− exp(− r2

2σ2
)

]

✭✹✳✸✳✶✸✮

❆s ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❛❧♦♥❣ ❡❛❝❤ tr❛♥s✈❡rs❡ ❛①✐s s❡♣❛r❛t❡❧②✱ ✇❡ ❞❡✲
❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❢♦r❝❡ ✐♥t♦ ✐ts ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣

Fx = −ne2(1+β2)
2πǫ0

x
r2

[

1− exp(− r2

2σ2 )
]

Fy = −ne2(1+β2)
2πǫ0

y
r2

[

1− exp(− r2
2σ2 )

]

✭✹✳✸✳✶✹✮

❚❤✉s ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❤❡❛❞✲♦♥ ❜❡❛♠✲❜❡❛♠ ❢♦r❝❡ ✐s ❞❡❢♦❝✉s✐♥❣ ✐♥ ❜♦t❤ ❞❡❣r❡❡s ♦❢
❢r❡❡❞♦♠ ❢♦r ❧✐❦❡✲s✐❣♥ ❜❡❛♠s✳ ❆❧❧ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡r✐✈❡❞ s♦ ❢❛r ✐s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❢♦r❝❡
♦❢ ❛ ❜❡❛♠ ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ t❡st ♣❛rt✐❝❧❡✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ st✉❞② s✐♥❣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♦r
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✐♥❝♦❤❡r❡♥t ❡✛❡❝ts✱ tr❡❛t✐♥❣ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝r♦ss✐♥❣ ❛ ❜❡❛♠ ❧✐❦❡ ✐t ✇❛s ♠♦✈✐♥❣ t❤r♦✉❣❤
❛ st❛t✐❝ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❧❡♥s✳ ❲❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❣♦ ♦♥❡ st❡♣ ❢✉rt❤❡r ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ t❤❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✑❦✐❝❦✑✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ tr❛❥❡❝t♦r②✱ t❤❛t ❛
s✐♥❣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ✇❤✐❧❡ ❝r♦ss✐♥❣ ❛ r♦✉♥❞ ❜❡❛♠ ♦❢ ✜♥✐t❡ ❧❡♥❣t❤ ✭✇❡❛❦✲str♦♥❣
❛♣♣r♦❛❝❤✮✳ ❚♦ ❞♦ t❤✐s✱ ✇❡ st❛rt ❢r♦♠ t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢♦r❝❡ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧② ✐t ❜②
t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❜♦t❤ ♣♦s✐t✐♦♥ s ❛♥❞ t✐♠❡ t✱ ❛ss✉♠✐♥❣
✐t ❛❧s♦ ❤❛s ❛ ●❛✉ss✐❛♥ s❤❛♣❡ ✇✐t❤ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ σs✿

Fr(r, s, t) = −ne
2(1 + β2)

(2π)3/2ǫ0

1

r

[

1− exp(− r2

2σ2
)

] [

exp(−(s+ vt)2

2σ2
s

)

]

✭✹✳✸✳✶✺✮

❯s✐♥❣ t❤❡ ❦✐❝❦ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ◆❡✇t♦♥✬s ❡q✉❛t✐♦♥ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

∆r′ =
px
p0

=

∫

F (r, s, t)dt

mγβc
= −2Nr0

γ

1

r

[

1− exp(− r2

2σ2
)

]

✭✹✳✸✳✶✻✮

✇❤❡r❡ N ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛s✐t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ ✇❤✐❧❡ ✇❡ ❤❛✈❡ r❡✇r✐tt❡♥ t❤❡
❝♦♥st❛♥t ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡ r❛❞✐✉s

r0 =
1

4πǫ0

e2

mc2
✭✹✳✸✳✶✼✮

❆❣❛✐♥ ♣r♦❥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❦✐❝❦ ♦♥ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❛①❡s ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
♦❢ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs ❦✐❝❦s ❛s

∆x′ = −2Nr0
γ

x
r2

[

1− exp(− r2

2σ2 )
]

∆y′ = −2Nr0
γ

y
r2

[

1− exp(− r2
2σ2 )

] ✭✹✳✸✳✶✽✮

✇❤❡r❡ ◆ ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐♥❣ ❜✉♥❝❤✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✶✿ ■♥❝♦♠✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ❞❡✢❡❝t❡❞ ✭❦✐❝❦❡❞✮ ❜② t❤❡ ❜❡❛♠✲❜❡❛♠ ❢♦r❝❡ ♦❢ t❤❡
♦♣♣♦s✐♥❣ ❜❡❛♠❬✶✻❪

✹✳✸✳✸ ▲✐♥❡❛r ❜❡❛♠✲❜❡❛♠ t✉♥❡ s❤✐❢t

❚❤❡ ❢♦❝❛❧ ❧❡♥❣❤t ♦❢ t❤❡ ❧❡♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡❛♠✲❜❡❛♠ ❡✛❡❝t✱ ✐♥ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝
❧✐♠✐t✱ ✐s

∆r′|r→0 = −Nr0r
γ

= r · f

s♦ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ❜❡❛♠✲❜❡❛♠ ❡✛❡❝t ❛s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡❢♦❝✉s✐♥❣ q✉❛❞r✉♣♦✲
❧❛r t❡r♠✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✷✿ ❘❡❞✿ ❤❡❛❞✲♦♥ ❜❡❛♠✲❜❡❛♠ ❢♦r❝❡ ✈❡rs✉s ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥ r✳♠✳s✳
❜❡❛♠ s✐③❡❀ ❇❧✉❡✿ ❜❡❛♠✲❜❡❛♠ ❢♦r❝❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✈❡rs✉s ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥ r✳♠✳s✳
❜❡❛♠ s✐③❡❬✷✸❪

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✷ s❤♦✇s t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❦✐❝❦ ♦♥ t❤❡ ❞✐s♣❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡
❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ♦♣♣♦s✐♥❣ ❜✉♥❝❤✳ ❉✉❡ t♦ s②♠♠❡tr②✱ ③❡r♦✲❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♣❛rt✐❝❧❡s
❞♦ ♥♦t ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛♥② ❦✐❝❦✳ ◆❡❛r t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❜✉♥❝❤✱ t❤❡ ❦✐❝❦ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦
t❤❛t ♦❢ ❛ q✉❛❞r✉♣♦❧❡❀ ❢✉rt❤❡r ❛✇❛② ✐t ❜❡❝♦♠❡s ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✳ ❆s t❤❡ ❦✐❝❦ str❡♥❣t❤
✈❛♥✐s❤❡s ❢♦r ❤✐❣❤❡r ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✱ t❤❡ ❤❡❛❞ ♦♥ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✐ts❡❧❢ ❝❛♥♥♦t ❝❛✉s❡ ❜❡❛♠ ❧♦ss✳
❆s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣❛rt ♦❢ t❤❡❜❡❛♠✲❜❡❛♠ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❛t ♦❢
❛ ❢♦❝✉s✐♥❣ ❡rr♦r✱ ✐t ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❜❡❛♠ ❜② ❛ t✉♥❡
s❤✐❢t✱ ❛s ❛♥② q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❡rr♦r ✇✐t❤ str❡♥❣t❤ δk ❛♥❞ ❧❡♥❣❤t ∆s ❝❛✉s❡s ❛ t✉♥❡ s❤✐❢t ♦❢

∆νy =
1

4π

∫

βy(s)δky(s)ds =
1

4π

∫

β(s)
∂Fy

∂y
ds ✭✹✳✸✳✶✾✮

❲❡ ❝❛♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r t✉♥❡s❤✐❢t ❢♦r ❛ s♠❛❧❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥
t❤❡ ✭❛✮ r❡❣✐♦♥ ❛t t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♣♦✐♥t✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❜❡❛♠✲❜❡❛♠ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ❛s

ξ =
r0β∗
4πγσ2

✭✹✳✸✳✷✵✮

✇❤❡r❡ β∗ ✐s t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ ■P✳

ξ ✐s ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❜❡❛♠✲❜❡❛♠ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ❛s ✐t ❣✐✈❡s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡t✉♥✐♥❣ t♦ t♦
❜❡❛♠✲❜❡❛♠ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❛❜❧❡ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡
✐t ❢♦r t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ▲❍❈✳

P❛r❛♠❡t❡r ◆♦♠✐♥❛❧ ▲❍❈

❊♥❡r❣② ✼ ❚❡❱
■♥t❡♥s✐t② 1.15 · 1011✴❜✉♥❝❤

❇❡❛♠ s✐③❡ σx · σy(in IP1&IP5) 16µm · 16µm
❇❡t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ βx · βy 0.55m · 0.55

❈r♦ss✐♥❣ ❛♥❣❧❡ 285µrad
❇❡❛♠✲❜❡❛♠ ♣❛r❛♠❡t❡r ✵✳✵✵✸✼

❚❛❜❧❡ ✹✳✸✳✶✿ ❇❡❛♠ ❜❡❛♠ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ▲❍❈
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✹✳✹ ▲♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❜❡❛♠✲❜❡❛♠ ❢♦r❝❡

■❢ t❤❡ ❜✉♥❝❤❡s ❞♦ ♥♦t ❝♦❧❧✐❞❡ ❤❡❛❞✲♦♥ ❜✉t ✇✐t❤ ❛ tr❛♥s✈❡rs❡ ♦✛s❡t ❧❛r❣❡ ❝♦♠♣❛r❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❜❡❛♠ s✐③❡✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡
❜❡❛♠✲❜❡❛♠ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳

❚❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❜✉♥❝❤ s♣❛❝✐♥❣
❛♥❞ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ♣❛t❤✳ ❚❤❡ s♣❛❝❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛s✐t✐❝ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❞✐♣♦❧❡s ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❧❛②♦✉t
t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞s ✶✹✲✶✺ ❡♥❝♦✉♥t❡rs ♦♥ ❡❛❝❤ s✐❞❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ■P✳

❚❤❡ ❦✐❝❦ ❞✉❡ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ▲❘❇❇■ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ✹✳✸✳✶✽ ❜② ❛ s✐♠♣❧❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ z = z+d ✇❤❡r❡ z = x, y ❛♥❞ ❞ ✐s t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜❡❛♠s✳

❆s ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❧❡t✬s ❛♥❛❧✐③❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡ r♦✉♥❞ ❜❡❛♠s ❛♥❞ ❛
✈❡rt✐❝❛❧ ❝r♦ss✐♥❣ ❛♥❣❧❡✳ ❚❤❡ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❜❡❛♠✲❜❡❛♠ ❦✐❝❦ ❜❡❝♦♠❡s

∆x′ = −2Nr0
γ

x
r2

[

1− exp(− r2

2σ2 )
]

∆y′ = −2Nr0
γ

(y+d)
r2

[

1− exp(− r2
2σ2 )

]
✭✹✳✹✳✶✮

✇❤❡r❡ r =
√

x2 + (y − d)2✳

■t ✐s ❢❛✐r❧② ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♠✉st str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞
♦♥ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐s❡❞ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜❡❛♠s ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s

d

σ
≈ θc
σ′
y

✭✹✳✹✳✷✮

✇❤❡r❡ θc ✐s t❤❡ ❢✉❧❧ ❝r♦ss✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ σ′
y ✐s t❤❡ ❜❡❛♠ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❋♦r ❧❛r❣❡

s❡♣❛r❛t✐♦♥ d ≫ 6σ✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ▲❍❈✱ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ t❡r♠ ❜❡❝♦♠❡s s♠❛❧❧
❛♥❞ t❤❡ ❦✐❝❦ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❛s

∆y′ = −2Nr0
γ

(y + d)

r2

[

1−
(

1− r2

2σ2
+O(r4)

)]

=
Nr0
γσ2

(y + d) +O(r2) ✭✹✳✹✳✸✮

❚❤✐s s❤♦✇s ❛ ❝♦♥st❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❜❡❛♠✲❜❡❛♠ ❦✐❝❦ ✇❤✐❝❤ ❛❝ts ❛s ❛ ❝❧♦s❡❞
♦r❜✐t ❦✐❝❦ ❛s ✐t ❤❛s ❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t t❤❛t ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✬s ❜❡t❛tr♦♥
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦r ♠♦♠❡♥t✉♠✳

❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐s❡❞ s❡♣❛r❛t✐♦♥ d/σ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ s♠❛❧❧ ❝r♦ss✐♥❣ ❛♥❣❧❡ θc ❛s

d

σ
≈ θc
σ′ =

θc
√

ǫ/β∗
✭✹✳✹✳✹✮

❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❧✐♥❡❛r t✉♥❡ s♣r❡❛❞ ❢r♦♠ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛❧♦♥❡
❢♦❧❧♦✇s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s❝❛❧✐♥❣ ♦❢

∆νy ∝
N

d2
✭✹✳✹✳✺✮

❚❤✐s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ ❦✐❝❦ ❢♦r ③❡r♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ t❤✉s
✐♥ ❛ ❝❤❛♥❣❡❞ ❝❧♦s❡❞ ♦r❜✐t ❛♥❞ ✐t ❜r❡❛❦s t❤❡ s②♠♠❡tr② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♣❧❛♥❡s✳
❙t❛t✐❝ ♦r❜✐t ❝♦rr❡❝t♦rs ❛♥❞ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛❧t❡r♥❛t❡ ❝r♦ss✐♥❣ ♣❧❛♥❡s ✭❤♦r✐③♦♥t❛❧✲✈❡rt✐❝❛❧✮✱
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❛s ❛❝t✉❛❧❧② ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ ▲❍❈✱ ❤❡❧♣s ✐♥ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❡✛❡❝t✳ ❋r♦♠ t❤❡ ■P t♦
t❤❡ ✜rst q✉❛❞r✉♣♦❧❡✱ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜❡❛♠✲❜❡❛♠ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ✜①❡❞ ❜②
t❤❡ ❝r♦ss✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ β∗✳ ❚❤❡ tr✐♣❧❡t ❛✛❡❝ts t❤❡ t✇♦ ❜❡❛♠s ❛♥❞ t❤✉s ❡❛❝❤ ♦❢ ✐ts
q✉❛❞r✉♣♦❧❡s ❢♦❝✉s❡s ♦♥❡ ❜❡❛♠ ✐♥ ♦♥❡ ♣❧❛♥❡ ✇❤✐❧❡ ❞❡❢♦❝✉s✐♥❣ t❤❡ ♦t❤❡r ❜❡❛♠ ✐♥ t❤❡
♦t❤❡r ♣❧❛♥❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋✐❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❡ s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ✐♥ t❤❡ t✉♥❡ ❞✐❛❣r❛♠✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✳✶✿ ❋♦♦t ♣r✐♥t ❢♦r t✇♦ ♣r♦t♦♥✲♣r♦t♦♥ ❤❡❛❞✲♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✭r❡❞✮✱ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣❧❛♥❡ ✭❜❧✉❡✮ ❛♥❞ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧
♣❧❛♥❡ ✭❣r❡❡♥✮✳

✹✳✹✳✶ ▲❍❈ ❋✐❧❧✐♥❣ s❝❤❡♠❡

■♥ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❞❡s✐❣♥✱ t❤❡ ▲❍❈ r✐♥❣ ✐s ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ ❜✉♥❝❤ tr❛✐♥s ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ✼✷
❜✉♥❝❤❡s ✇✐t❤ ✷✺♥s s♣❛❝✐♥❣✳ ❚✇♦ tr❛✐♥s ❛r❡ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡❞ ✇✐t❤ ❣❛♣s ♦❢ ✈❛r②✐♥❣ ❧❡♥❣t❤✱
❛s s✉♠♠❛r✐s❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✭✹✳✹✳✷✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❜✉♥❝❤❡s ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❛ ❜✉♥❝❤ tr❛✐♥✱ s♦
❝❛❧❧❡❞ P❆❈▼❆◆ ❜✉♥❝❤❡s✱ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ▲❘❇❇■s✳ ❚❤❡ ❡①tr❡♠❡
❜✉♥❝❤❡s ❛t t❤❡ ✈❡r② ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ♥♦ ▲❘❇❇■ ❛t ❛❧❧ ❛t ♦♥❡ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡
■P✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t t❤❡s❡ ❜✉♥❝❤❡s ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r❜✐ts ❛♥❞ t✉♥❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✳✷✿ ▲❍❈ ✜❧❧✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❛♥❞ P❆❈▼❆◆ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡❬✷✸❪



❈❤❛♣t❡r ✺

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ t♦♦❧s

❚♦ ♦❜t❛✐♥ ♦✉r ❣♦❛❧ ♦❢ st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛t t❤❡ ▲❍❈ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
♣♦✐♥ts✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✉s❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t♦♦❧s t❤❛t ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦✲
♠❛❣♥❡t✐❝ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠✳ ❲❡ ✉s❡ t✇♦ ♦❢ s✉❝❤ t♦♦❧s✱
✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛t ❈❊❘◆ ❛♥❞ ❛r❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❢♦r tr❛❝❦✐♥❣
st✉❞✐❡s✿ ▼❆❉✲❳✱ ❛♥ ♦♣t✐❝s ❝♦❞❡✱ ❛♥❞ ❙✐①❚r❛❝❦✱ ❛ tr❛❝❦✐♥❣ ❝♦❞❡✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇✐❧❧
♣r❡s❡♥t t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛♥❞ ✇❤❛t ❛r❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ ❢♦r ♦✉r
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

✺✳✶ ▼❆❉①

❚❤❡ ▼❆❉✲❳ ✭▼❡t❤♦❞✐❝❛❧ ❆❝❝❡❧❡r❛t♦r ❉❡s✐❣♥✮ ♣r♦❣r❛♠ ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♣✉r♣♦s❡ ❛❝❝❡❧✲
❡r❛t♦r ❛♥❞ ❧❛tt✐❝❡ ❞❡s✐❣♥ ♣r♦❣r❛♠✳

■t ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡s✐❣♥ t❤❡ ♦♣t✐❝s ♦❢ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦rs✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ ✐t ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣
t❤❡ ♦♣t✐❝s ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢r♦♠ ❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s✐♥❣❧❡ ❡❧❡♠❡♥ts
♣r♦♣❡rt✐❡s ✭❡✳❣✳ ❞✐♣♦❧❡ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤✮✱ ❛♥❞ t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡♠ t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s
♦❢ s✉❝❤ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ❋✐♥❛❧❧② ✐t ✐s ❛❧s♦ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❜❡❛♠ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥
t❤❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ❇♦t❤✱ ❝✐r❝✉❧❛r ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ❛❝❝❡❧❡r❛t♦rs ✭♦r ❜❡❛♠ ❧✐♥❡s✮ ❛r❡
♥♦r♠❛❧❧② ❤❛♥❞❧❡❞ ❜② s✉❝❤ ♣r♦❣r❛♠✳

❚❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛ ♠❛❝❤✐♥❡ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛s✐❝ ✐♥❣r❡✲
❞✐❡♥ts ❛r❡✿

❼ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛❧❧ ♠❛❝❤✐♥❡ ❡❧❡♠❡♥ts

❼ str❡♥❣t❤ ♦❢ ❛❧❧ ❛❝t✐✈❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❡❧❡♠❡♥ts

❼ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ♠❛❝❤✐♥❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✐✳❡✳ t❤❡ ♦r❞❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡②
❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r ♦r ❜❡❛♠ ❧✐♥❡

❚❤❡s❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛r❡ ❡♥❛❜❧❡❞ ❜② ❛ ✇❡❧❧ ❛❞❛♣t❡❞ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥♣✉t ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ▼❆❉
✐s ❛ ♣r♦❥❡❝t ❛✐♠✐♥❣ t♦ ❜❡ ❛t t❤❡ ❢♦r❡❢r♦♥t ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣❤②s✐❝s ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢
♣❛rt✐❝❧❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ▼❆❉ s❝r✐♣t✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐s ❞❡ ❢❛❝t♦
t❤❡ st❛♥❞❛r❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦rs ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③❡ ❜❡❛♠ ♦♣t✐❝s✳

❚❤❡ ▼❆❉✲❳ ✐♥♣✉t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ st❛t❡♠❡♥ts ✭❝♦♠♠❛♥❞s✱ ❛❝t✐♦♥s✱ ♦r
❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s ❡t❝✳✮✳ ❆❧❧ st❛t❡♠❡♥ts ❛r❡ ❢r❡❡ ❢♦r♠❛t ✇✐t❤ ✑✱✑ ❛s s❡♣❛r❛t♦rs✱ ❝❛♥ ♦❝❝✉♣②
❛♥② ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧✐♥❡s ❛♥❞ ❛r❡ t❡r♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❛ s❡♠✐❝♦❧♦♥ ✑❀✑✳

✹✶
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✺✳✶✳✶ ▼❛❝❤✐♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥

❋♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

❼ t❤✐❝❦ ❧❡♥s❡s ✇✐t❤ ❛ ✜♥✐t❡ ❧❡♥❣t❤❀

❼ t❤✐♥ ❧❡♥s❡s ✇✐t❤ ③❡r♦ ❧❡♥❣t❤✳

■♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛s❡✱ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ✭❡✳❣✳ ❛ ♠❛❣♥❡t✮ ♦♥ t❤❡ ❜❡❛♠ ❛r❡ r❡♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ❛s ✐♠♣✉❧s❡s ✭❦✐❝❦s✮ ❛t ❛ ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡ s ♦♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦r❜✐t✳ ❚❤✐s s✐♠♣❧✐✜❡s
t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t s✐♥❝❡ ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ tr❡❛t t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❛s ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❧✐♥❡❛r tr❛♥s❢♦r♠❛✲
t✐♦♥s s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✑❦✐❝❦s✑ ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t❤✐♥ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s
✈❡r② ❢❛st ❛♥❞ s②♠♣❧❡❝t✐❝ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡st s✉✐t❡❞ ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡
tr❛❝❦✐♥❣✳ ❚❤❡ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐s t❤❡ ❧♦ss ♦❢ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡ts ❛r❡ ✈❡r② ❧♦♥❣
✭❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡✮ ♦r ✇❤❡♥ ❢r✐♥❣❡ ✜❡❧❞s ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✳ P❛rt ♦❢
t❤✐s ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ ❜② s✉❜✲❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ♠❛❣♥❡ts ✐♥t♦ s❧✐❝❡s✱ ✐✳❡ s❤♦rt❡r
s❡❝t✐♦♥s✱ ❡❛❝❤ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ t❤✐♥ ❧❡♥s✳ ❆ s♣❡❝✐❛❧ ❝❧❛ss ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ▼❆❉① ✐s t❤❡
▼❯▲❚■P❖▲❊ ♦♥❡✳ ❲✐t❤ t❤✐s✱ t❤❡ ✉s❡r ❝❛♥ s♣❡❝✐❢② t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❛♥❞ s❦❡✇ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♣♦❧❡ ✭✮♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ♠❛❣♥❡t✐❝ ❧❡♥❣t❤ ✭❑◆▲ ❛♥❞ ❑❙▲✮✳ ◆♦t❡
t❤❛t t❤❡ str❡♥❣t❤ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛r❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❚❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ▲❘❆❉ ✐s ❛ ✜❝✲
t✐t✐♦✉s ❧❡♥❣t❤✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦♥❧② ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ s②♥❝❤r♦tr♦♥ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts✳❯s✐♥❣
♠✉❧t✐♣♦❧❡s✱ ❛ t❤✐♥ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

◗❋❚✿ ▼❯▲❚■P❖▲❊✱ ▲❘❆❉❂✵✱ ❑◆▲❂④✵✱ ❦♥✶▲ ✱ ✵ ✱ ✵ ⑥ ❀

❚❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ s❡q✉❡♥❝❡✳ ■t ❞❡✜♥❡s t❤❡ ♦r❞❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤
t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r ♦r ❜❡❛♠ ❧✐♥❡✳

❚❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♠❛❝❤✐♥❡ ♦r t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♣❛rt ♦❢ ❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞
✉s✐♥❣ t❤❡ ▼❆❉✲❳ ♠❛❝r♦ ❝♦♠♠❛♥❞s✳ ❆❢t❡r t❤❡ ✉s✉❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧ ❧❡♥❣t❤
❧❝❡❧❧✱ t❤❡ ❤❛❧❢ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❧q✉❛❞ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❡❧❧s ♥❝❡❧❧✱ t❤❡ ✇❤♦❧❡
♠❛❝❤✐♥❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✇❤✐❧❡✲❧♦♦♣✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ st❛t❡♠❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ♠❛❝❤✐♥❡✱ t❤❡ ▼❆❉✲❳
❝♦♠♠❛♥❞s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛♥❞ ❡①❡❝✉t❡ ❛❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡s✱ ❡✳❣✳ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s
♦❢ ❚✇✐ss ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ■✴❖ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡s✱ ♣❛rt✐❝❧❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❡t❝✳

❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❚❲■❙❙ ❝♦♠♠❛♥❞✱ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ t✇✐ss ✈❛❧✉❡✱ ❛
s✉♠♠❛r② t❛❜❧❡ ✐s ♣r✐♥t❡❞✱ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
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♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡

❆❝❝❡❧❡r❛t♦r✬s ❝✐r❝✉♠❢❡r❡♥❝❡ ❧❡♥❣t❤
❈❧♦s❡❞ ❖r❜✐t ♦r❜✐t✺

▼♦♠❡♥t✉♠ ❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ❛❧❢❛
❚r❛♥s✈❡rs❡ ❘❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ●❛♠♠❛ ❋❛❝t♦r ❣❛♠♠❛tr

❍♦r✐③♦♥t❛❧ ❚✉♥❡ q✶
❍♦r✐③♦♥t❛❧ ❉❡t✉♥✐♥❣ ❞q✶

▼❛①✐♠✉♠ ❍♦r✐③♦♥t❛❧ ❇❡t❛ ❋✉♥❝t✐♦♥ ❜❡t①♠❛①
▼❛①✐♠✉♠ ❍♦r✐③♦♥t❛❧ ❉✐s♣❡rs✐♦♥ ❞♠❛①

❘✳♠✳s✳ ❉✐s♣❡rs✐♦♥ ❞①r♠s
▼❛① ❍♦r✐③♦♥t❛❧ ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ①❝♦♠❛①

❘✳▼✳❙✳ ❍♦r✐③♦♥t❛❧ ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ①❝♦r♠s
❱❡rt✐❝❛❧ ❚✉♥❡ q✷

❱❡rt✐❝❛❧ ❉❡t✉♥✐♥❣ ❞q✷
▼❛①✐♠✉♠ ❱❡rt✐❝❛❧ ❇❡t❛ ❋✉♥❝t✐♦♥ ❜❡t②♠❛①
▼❛①✐♠✉♠ ❱❡rt✐❝❛❧ ❉✐s♣❡rs✐♦♥ ❞②♠❛①

❘✳♠✳s✳ ❉✐s♣❡rs✐♦♥ ❞②r♠s
▼❛① ❱❡rt✐❝❛❧ ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ②❝♦♠❛①

❘✳▼✳❙✳ ❱❡rt✐❝❛❧ ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ②❝♦r♠s
▲♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ▼♦♠❡♥t✉♠ ❙♣r❡❛❞ ❞❡❧t❛♣

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✳✶✿ ❙✉♠♠❛r② t❛❜❧❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s
♥❛♠❡s ✐♥ ▼❆❉①

❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ t❡st ✐t ❛❣❛✐♥st
✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s✳ ❋♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✱ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❛♥❞ ✜❡❧❞ ❡rr♦rs ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❛❧❧
♠❛❝❤✐♥❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ t❛❦❡ t❤❡s❡ ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❚❤❡
♣r♦❣r❛♠ ❛❧❧♦✇s t♦ ❛ss✐❣♥ ✜❡❧❞ ❡rr♦rs ♦❢ ❛♥② ♦r❞❡r t♦ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳

✺✳✷ ❙✐①❚r❛❝❦

❙✐①❚r❛❝❦✱ ❛ ✻❉ s✐♥❣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s②♠♣❧❡❝t✐❝ tr❛❝❦✐♥❣ ❝♦❞❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛t ❈❊❘◆ t♦ ♣❡r✲
❢♦r♠ ♣❛rt✐❝❧❡✲tr❛❝❦✐♥❣ st✉❞✐❡s ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❜❡❛♠ ❜❡❤❛✈✐♦✉r t❤r♦✉❣❤ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ tr❛❥❡❝t♦r② ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ♦♣t✐❝s✳ ■t ✐s ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❢♦r ❧♦♥❣ t❡r♠ tr❛❝❦✐♥❣
✭❃✶✵✵ ✵✵✵ t✉r♥s✮ ✐♥ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② r✐♥❣s✳ ■t ✐s ♠❛✐♥❧② ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ▲❍❈ ❢♦r ❞②♥❛♠✐❝
❛♣❡rt✉r❡ st✉❞✐❡s✱ t✉♥❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦❧❧✐♠❛t✐♦♥ st✉❞✐❡s✳ ❙✐①❚r❛❝❦ ❤❛s ♣r♦❞✉❝❡❞
r❡s✉❧ts t❤❛t ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❢♦r ✈❡r②❢②✐♥❣ t❤❡ ❧♦♥❣ t❡r♠ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ♣❛r✲
t✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ▲❍❈✳ ❋♦r t❤❡ t✐♠❡ ❜❡✐♥❣✱ ♥♦ t❤❡♦r② ❝❛♥ ♣r❡❞✐❝t ✇✐t❤ s✉✣❝✐❡♥t ❛❝❝✉r❛❝②
t❤❡ ❧♦♥❣ t❡r♠ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ✜❡❧❞s✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ r❡❧②
♦♥ ❢❛st ❝♦♠♣✉t❡rs t♦ tr❛❝❦ ❤✉♥❞r❡❞s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s st❡♣ ❜② st❡♣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ t❤♦✉s❛♥❞s
▲❍❈ ♠❛❣♥❡ts ❢♦r ✉♣ t♦ ❛ ♠✐❧❧✐♦♥ t✉r♥s✳

❆ ♣❛rt✐❝❧❡ tr❛❝❦✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠ ❢♦r ❛❝❝❡❧❡r❛t♦rs ❧✐❦❡ ❙✐①❚r❛❝❦ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t✇♦ ❝♦♥❝❡♣ts✿

❼ ❜❡❛♠❧✐♥❡ ❡❧❡♠❡♥ts r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ r❡❛❧ ❞❡✈✐❝❡s ✭❞✐♣♦❧❡s✱ q✉❛❞r✉♣♦❧❡s✱ ❝❛✈✐t✐❡s✮

❼ s②♠♣❧❡❝t✐❝ ✐♥t❡❣r❛t♦rs ✉s✐♥❣ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ♠❛♣s ✭✐✳❡✳ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢
♠♦t✐♦♥✮
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❆ ♠❛♣ ✐s ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r ✢♦❛t✐♥❣ ♣♦✐♥t ♥✉♠❜❡r ♦r tr✉♥❝❛t❡❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳ ❆ ♠❛♣
♠❛② r❡✢❡❝t t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❛ ✜❡❧❞ ♦♥ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ♦r ❛ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ ♦r
♦t❤❡r ♥♦♥ ♣❤②s✐❝❛❧ tr❛♥s❢♦♠❛t✐♦♥s✳

❆♥ ✐♥t❡❣r❛t♦r s♦❧✈❡s t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛
s♣❡❝✐✜❝ ❢♦r❝❡ ♦❢t❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ✉s✐♥❣ s♦♠❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳
■t ✐s ♦❢t❡♥ ❝♦❞❡❞ ❛s ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ♠❛♣ ♦r ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡♠✳

❆ ♣❛rt✐❝❧❡ tr❛❥❡❝t♦r② ✐♥ ❜❡❛♠❧✐♥❡ ❡❧❡♠❡♥t ❝❛♥ ❡q✉❛❧❧② ✇❡❧❧ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t t②♣❡ ♦❢ ✐♥t❡❣r❛t♦rs ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

❋♦r r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t♦r ❝❛♥ ❜❡ q✉❛❧✐✜❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢✿

❼ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭s ♦r t✮

❼ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✿ ❡①❛❝t ♦r ❡①♣❛♥❞❡❞

❼ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ s♣❧✐tt✐♥❣✿

◦ ❦✐❝❦✲❞r✐❢t

◦ ♠❛tr✐①✲❦✐❝❦✿ ❦❡❡♣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠♦t✐♦♥ ❡①❛❝t

◦ ♥♦ s♣❧✐tt✐♥❣✿ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ❡①❛❝t❧②

❼ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ s

❼ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ st❡♣ ✐♥s✐❞❡ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t

❚❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛t ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ❢♦r ♦✉r tr❛❝❦✐♥❣ st✉❞✐❡s ❛r❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦
❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ♣❛rt✐❝❧❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛❧♦♥❣ ❜❡❛♠❧✐♥❡ ❡❧❡♠❡♥ts
❢♦r ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✉r♥s ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s t♦♦❧s
✭♣❛rt✐❝❧❡ ❧♦ss✱ ❢r❡q✉❡♥❝② ♠❛♣s✱ ✐♥✈❛r✐❛♥t r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❡t❝✳✮✳

■♥ ✭❇✮ ✇❡ r❡♣♦rt t❤❡ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠✬s s②♥t❛① ❛♥❞ ♠❛♥✉❛❧ ♠♦st s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❢♦r
♦✉r ❣♦❛❧s✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t ♣❛r❛❣r❛♣❤s ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ s✐① ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ ❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡ ❜❡❛♠✲❜❡❛♠ ❦✐❝❦ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t♦r✳

✺✳✷✳✶ ✻❉ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡

❚r❛❝❦✐♥❣ ✐♥ ✻❉ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ s✐① ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ ✐s ❛♥❛❧②s❡❞✳ P❤❛s❡ s♣❛❝❡
✐s✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✭✷✮✱ ✐s ❛ s♣❛❝❡ ♠❛❞❡ ✉♣ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦♠❡♥t✉♠
♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♣❧♦tt❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✐♥ ❛ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡
r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s✳ ❚❤✉s ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ♠♦✈✐♥❣ ✐♥ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
❤❛s ❛ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ ✇✐t❤ s✐① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ t❤❛t ✐s t❤r❡❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡
s❡✈❡r❛❧ ✇❛②s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ s✉❝❤ ❛ s♣❛❝❡✳ ■♥
♦✉r ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧✇❛②s t❛❧❦❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❤❡r
t❤❛♥ ♠♦♠❡♥t✉♠✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ♣❛r❛①✐❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧
✻❉ ✈❡❝t♦r ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✿

~q = (x, x′, y, y′, s,
∆p

p
)

❋♦r ❛ ♣r♦t♦♥ r✐♥❣✱ ✇❤❡r❡ s②♥❝❤r♦tr♦♥ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢
❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❜❡✐♥❣ ♠✉❝❤ s❧♦✇❡r t❤❛♥ ❜❡t❛tr♦♥ ♦♥❡s✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❡✈❡♥ ❧✐♠✐t
t❤❡ st✉❞② t♦ t❤❡ ✹❉ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡✱ ❛♥❞ ❙✐①❚r❛❝❦ ❛❧s♦ ♦✛❡rs t❤✐s ✢❡①✐❜✐❧✐t②
t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
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✺✳✷✳✷ ❇❡❛♠✲❜❡❛♠ ❡❧❡♠❡♥t

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ♠❛♣s ✉s❡❞ ❜② ❙✐①❚r❛❝❦✱ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❜②
t❤❡ ❜❡❛♠ ❧✐♥❡ ❡❧❡♠❡♥ts t❤❛t t❤❡ ♠❛♣s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② r❡♣r❡s❡♥t✳ ❚❤❡ ♠❛♣ ✐s t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❢♦r ❛ st❡♣ ▲ ✐♥ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡r s ✇✐t❤
❛ ❣✐✈❡♥ s❡t ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❍✐❣❤ ♦r❞❡r ✐♥t❡❣r❛t♦rs
❢♦r s✐♥❣❧❡ ❜❡❛♠ ❧✐♥❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❜✉✐❧t ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ s✐♠♣❧❡r ♠❛♣s ✭❡✳❣✳ t❤✐♥
❦✐❝❦s ❛♥❞ ❞r✐❢ts✮✳

❇❡❛♠ ❜❡❛♠ ❦✐❝❦ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥

■♥ t❤❡ ✐♥❝♦❤❡r❡♥t ♦r ✇❡❛❦✲str♦♥❣ ♠♦❞❡❧✱ ❛ t❡st ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛♥
✜❡❧❞ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦✉t❡r✲r♦t❛t✐♥❣ ❜❡❛♠ ❜✉♥❝❤✳ ❚❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ t❡st ♣❛rt✐❝❧❡
❞❡♣❡♥❞s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ♦♥ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ st✉❞② ❜❡❛♠✲❜❡❛♠
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t❤❡ str♦♥❣ ❜✉♥❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s♣❧✐t ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❧② ✐♥t♦ s❡✈❡r❛❧ s❧✐❝❡s✱ ❡❛❝❤
s❧✐❝❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛♥ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ❛❧r❡❛❞② ❛♥❛❧②s❡❞ ✐♥ ✭✹✳✸✳✾✮✱
♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ❛❣❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ❜❡❛♠ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❛s

U(x̂, ŷ; Σ̂11, Σ̂33) =
r0
γ

∫ ∞

0

exp
(

− x̂

2Σ̂11+u
− ŷ

2Σ̂33+u

)

√

2Σ̂11 + u
√

2Σ̂33 + u
du ✭✺✳✷✳✶✮

✇❤❡r❡ Σij ❛r❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✻①✻ ♣❤❛s❡✲s♣❛❝❡ ❡♥✈❡❧♦♣ ♠❛tr✐① Σ ♦❢ t❤❡ str♦♥❣
❜✉♥❝❤✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✬ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

Σ =

















σ11 . . . . . . . . . σ16
✳✳✳

✳ ✳ ✳
✳✳✳

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳
✳✳✳

✳ ✳ ✳
✳✳✳

σ61 . . . . . . . . . σ66

















=

















〈X2〉 〈XX ′〉 〈XY 〉 〈XY ′〉 〈XZ〉 〈XZ ′〉
〈XX〉 〈X ′2〉 〈X ′Y 〉 〈X ′Y ′〉 〈X ′Z〉 〈X ′Z ′〉
〈XY 〉 〈X ′Y 〉 〈Y 2〉 〈Y Y ′〉 〈Y Z〉 〈Y Z ′〉
〈XY ′〉 〈X ′Y ′〉 〈Y ′2〉 〈XY ′〉 〈Y ′Z〉 〈Y ′Z ′〉
〈XZ〉 〈X ′Z〉 〈Y Z〉 〈Y ′Z〉 〈Z2〉 〈ZZ ′〉
〈XZ ′〉 〈X ′Z ′〉 〈Y Z ′〉 〈Y ′Z ′〉 〈ZZ ′〉 〈Z ′2〉

















✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❧❡tt❡rs ♥♦t❛t✐♦♥ t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ str♦♥❣ ❜✉♥❝❤ ❝♦♦r✲
❞✐♥❛t❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✳✶✿ ❙tr♦♥❣ ❜✉♥❝❤ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡❬✷❪
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❋♦r ❛ r♦✉♥❞ ❜❡❛♠✱ t❤✐s tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❦✐❝❦ ❢r♦♠ ❛ ❜❡❛♠✲❜❡❛♠ ❡❧❡♠❡♥t
❜❡✐♥❣





px → px + r0 · S · rx
r2

[

1− exp( r2

2σ2 )
]

− doffsetx

py → py + r0 · S · ry
r2

[

1− exp( r2

2σ2 )
]

− doffsety



 ✭✺✳✷✳✷✮

✇❤❡r❡
rx = x− xco + xsep
ry = y − yco + ysep

r = x2 + y2
✭✺✳✷✳✸✮

❛s ❛❧r❡❛❞② s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✳



❈❤❛♣t❡r ✻

P❛rt✐❝❧❡ tr❛❝❦✐♥❣

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ✇✐❧❧ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❛♥❞ r❡s✉❧ts ♦❢ ♦✉r tr❛❝❦✐♥❣ ❝❛♠♣❛✐❣♥s✱
❛✐♠✐♥❣ ❛t st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡
❜✉♥❝❤❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ❜❡❛♠ ♣✐♣❡ ❡❞❣❡s✳

✻✳✶ ❖♣t✐❝s ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ▲❍❈

❲❡ ❞❡✜♥❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ✜❧❡s t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡✱ t❤❡ ❝r♦ss✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ❛♥❞
t❤❡ ♦✛s❡t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❜❡❛♠s ❛t t❤❡ ■Ps✱ t❤❡ ❡♥❡r❣②✱ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❜❡❛♠✳ ■♥ t❤❡ ♦♣t✐❝s ✜❧❡✱ ✇❡ ❛❞❞ ♠❛r❦❡rs ✐♥ t❤❡
♣♦✐♥ts ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ t♦✱ ❤❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts t❤❡ ❚✇✐ss ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡
♦♥❡✲t✉r♥✲♠❛♣ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ▼❆❉✲❳✳

❲❡ ✉s❡❞ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ▲❍❈ ❖♣t✐❝s✱ ✇❤♦s❡ ♠❛✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s✉♠♠❛r✐s❡❞ ✐♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❛❜❧❡✿

◆♦♠✐♥❛❧ ▲❍❈
❊♥❡r❣② ❬❚❡❱❪ ✼

γrel ✼✹✻✵
n➦ ♦❢ ♣r♦t♦♥s 1.15 1011

❜✉♥❝❤ ❞✐st❛♥❝❡ ❬♥s❪ ✷✺
σx[µm] ✶✳✻✻✷✼
σy[µm] ✶✳✻✻✷✼
Qx ✻✷✳✸✶
Qy ✻✵✳✸✷
β∗
x[m] ✵✳✺✺
β∗
y [m] ✵✳✺✺

θc[µrad] ✸✵✵

❚❛❜❧❡ ✻✳✶✳✶✿ ❖♣t✐❝s ♣❛r❛♠❡t❡rs s✉♠♠❛r②

✹✼
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✻✳✷ ❍❛❧♦ ♣❛rt✐❝❧❡s

❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ str✐❝t ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ✇❤❡♥ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❝♦r❡ ♦r t♦ t❤❡ ❤❛❧♦
✭♦r t❛✐❧✮ ♦❢ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❆♥ ❛tt❡♠♣t ❬✶❪ ✐s t♦ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ❤❛❧♦ ❛s ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢
♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢ ❛♥② ♦r✐❣✐♥ ❛♥❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ✇❤✐❝❤ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❧♦✇ ❞❡♥s✐t② r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠
❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❢❛r ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦r❡✳ ✑❋❛r✑ r❡❢❡rs t♦ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡q✉❛❧ t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥
♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s t❤❡ r♠s tr❛♥s✈❡rs❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛s ❤❛❧♦ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤♦s❡ ✇❤♦ ❛r❡

❼ ❛t t❤❡ ❜♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❛♣❡rt✉r❡ n · σ > 7σ

❼ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❜❡t❛tr♦♥ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝♦♠♠❡s✉r❛❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡
❝♦❧❧✐♠❛t♦rs ❥❛✇s ❛♣❡rt✉r❡ ✐✳❡✳ r & 5.7σ❬✶✷❪

❍❛❧♦ ♣❛rt✐❝❧❡s ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ❇②
❞❛♠♣✐♥❣✱ t❤❡s❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇♦✉❧❞ ♥♦r♠❛❧❧② ❧♦s❡ ❜❡t❛tr♦♥ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞
❧❡❛✈❡ s❧♦✇❧② t❤❡ ❤❛❧♦ t♦ r❡♣♦♣✉❧❛t❡ t❤❡ ❜❡❛♠ ❝♦r❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛♥
❡✛❡❝t t❤❛t ❦❡❡♣s t❤❡ ❤❛❧♦ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❣r♦✇✐♥❣✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❜❡❛♠✲❜❡❛♠ ❡✛❡❝t✱ t❤❡♥
✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ ❝❤❛♦t✐❝ ♠♦t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝t✐✈❛t❡❞✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❤❛❧♦ ✇♦✉❧❞ ❜❡
r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ♦❢ ❜❡❛♠ ❧♦ss❡s ✐✳❡✳ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❜② ♣❤②s✐❝❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡
♠❛❝❤✐♥❡✳ ❚❤❡ ❝♦❧❧✐♠❛t♦rs ❛r❡ ❡❧❡♠❡♥ts t❤❛t ❛r❡ s♣r❡❛❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r
r✐♥❣ t♦ s❝r❛♣ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ✐♥ ❛ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✇❛② ✐♥ ♦r❞❡r ♥♦t
t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❧♦ss ❜❡❛♠ ❞❡♣♦s✐t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ♦r✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②✱ ✐♥
t❤❡ ♠❛❣♥❡ts✳ ❆s t❤❡ ❧❛tt❡r ❛r❡ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❧♦st ♣❛rt✐❝❧❡s
❞✐r❡❝t❧② tr❛♥s❢♦r♠s ✐♥t♦ ❤❡❛t✱ ✐t ✐s ♦❢ ♣r✐♠❛r② ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❛❜s♦r❜ ✐♥ ❛
❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✇❛② t❤❡ ❧♦ss❡s✳

❍❛❧♦ ♣❛rt✐❝❧❡s s❝r❛♣✐♥❣ ❞✐r❡❝t❧② ❛✛❡❝ts t❤❡ ❜❡❛♠ ❧✐❢❡t✐♠❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡ ❛
❣♦♦❞ q✉❛❧✐t② ❜❡❛♠ ❝❛♥ ❜❡ st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r✳ ■❢ t❤❡ ❤❛❧♦s ❛r❡ ✇✐❞❡✱ t❤❡♥ t❤❡
❝♦❧❧✐♠❛t♦rs t❛❦❡ ♦✉t ❛ ❜✐❣ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❡❛♠ ❛t ❡✈❡r② ♣❛ss✳ ■♥ ❊q✳
✭✸✳✷✳✷✮ ✇❡ s❛✇ t❤❛t ❧✉♠✐♥♦s✐t② ✐s ❞✐r❡❝t❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❜❡❛♠ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✱ s♦
❤❛❧♦✬s ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❧✉♠✐♥♦s✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥✳

✻✳✸ P❛rt✐❝❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❚r❛❝❦✐♥❣ ✻❉ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❜✉♥❝❤ ❜❡st✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇✐t❤
r❡❣❛r❞s t♦ ❝❤r♦♠❛t✐❝ ❡✛❡❝ts✱ ❜✉t ❢♦r ♦✉r ♣✉r♣♦s❡ ✐t ✐s ❛ r❛t❤❡r ✐♥❡✣❝✐❡♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❛s ♠♦st ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ st❛❜❧❡ ❝♦r❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❜♦r❞❡r ♦❢ st❛❜✐❧✐t② ✐s ♦♥❧②
❝♦❛rs❡❧② s❛♠♣❧❡❞✳ ❋♦r ❛ ●❛✉ss✐❛♥✱ ✐♥❢❛❝t✱ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s
✇♦✉❧❞ ❜❡ ✇✐t❤✐♥ 3σ r❛❞✐✉s ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥t❡r✳ ❚r❛❝❦✐♥❣ ❛ s✐♠♣❧❡ ✸❉ ●❛✉ss✐❛♥ ✇♦✉❧❞
♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ✉s❡ ✇✐t❤ s✉✣❝✐❡♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛t t❤❡ ❜♦r❞❡r✳

❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t♦ ♦✉r ❣♦❛❧ ✐s

❼ t♦ tr❛❝❦ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ✭①✱②✮ ♣❧❛♥❡

❼ ❛ss✐❣♥ t♦ ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t② ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡
❛ss✐❣♥❡❞ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

❼ st✉❞② t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❛❧♦ ♣❛rt✐❝❧❡s
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❚❤❡ ✇❡❛❦ str♦♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❝❤❡❝❦s ♦♥ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❜❡❛♠ ♦♥
❛ ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t♦ st✉❞② t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❡①t❡♥❞❡❞ t❛✐❧s ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥
t♦ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦r❡✳ ❲❡ ♠❛② ❤❛✈❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♥♦♥✲❣❛✉ss✐❛♥ t❛✐❧s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❤❛r❞ t♦
♣r❡❞✐❝t ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡✱ ❜✉t ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ q✉✐t❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ♠❛❝❤✐♥❡ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛s t❤❡② ❝❛✉s❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡
❞❡t❡❝t♦rs✳

❚②♣✐❝❛❧❧② ❙✐①❚r❛❝❦ s✐♠✉❧❛t❡s ✻✵ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛t ❛ t✐♠❡ ❛s t❤❡② tr❛✈❡❧ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ r✐♥❣
❛♥❞ r✉♥s t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r 105 ❧♦♦♣s ✭♦r s♦♠❡t✐♠❡s 106✮✳ ❚♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ tr❛❝❦
❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ❧❛✉♥❝❤
♣❛r❛❧❧❡❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ✻✵ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✇❤♦s❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❛
❢r❛❝✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚♦ r✉♥ t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ st✉❞✐❡s ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✇❡
❤❛✈❡ t❛❦❡♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❈❊❘◆ s❡r✈❡r ♣❧❛t❢♦r♠ t♦ ❧❛✉♥❝❤ ❜❛t❝❤ ♦❢ ❥♦❜s r❡♠♦t❡❧②
t❤r♦✉❣❤ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❝♦♠♠❛♥❞✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ r✉♥ ♣r♦❧♦♥❣❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✇❡ ❝❛♥ ❝✉st♦♠
❞❡✜♥❡❞ ❡♥t✐r❡❧② ❛❧❧ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❜② s✐♠♣❧② ❤❛✈✐♥❣ ❙✐①❚r❛❝❦ r❡❛❞
t❤❡♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦rt✳✶✸ ✜❧❡ ✭s❡❡ ❇✮✳

✻✳✸✳✶ ❉✐s❦ ♣♦✐♥t ♣✐❝❦✐♥❣ ♠❡t❤♦❞

❚♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❡ ✜rst ✉s❡ ❛ ❞✐s❦ ♣♦✐♥t ♣✐❝❦✐♥❣ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ ♦♥ ❛ ✉♥✐t r❛❞✐✉s ❝✐r❝❧❡ ❛r❡❛❬✼❪✳ ❚♦ ❣❡♥❡r❛t❡ r❛♥❞♦♠ ♣♦✐♥ts ♦✈❡r t❤❡ ✉♥✐t ❞✐s❦✱
✐t ✐s ✐♥❝♦rr❡❝t t♦ ✉s❡ t✇♦ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s r ∈ [0, 1] ❛♥❞ θ ∈ [0, 2π)
❛♥❞ t❤❡♥ t❛❦❡

x = r · cos θ
y = r · sin θ ✭✻✳✸✳✶✮

■♥❢❛❝t✱ t❤❡ ❛r❡❛ ❡❧❡♠❡♥t ✇♦✉❧❞ t❤❡♥ ❜❡

dA = 2π · r · dr ✭✻✳✸✳✷✮

②✐❡❧❞✐♥❣ ❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥ts ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ r❛❞✐✉s✱ t❤✉s ❞❡♥s❡rs ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r
t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ♦✉ts✐❞❡✳

❚❤❡ ❝♦rr❡❝t tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ✐♥st❡❛❞ ❣✐✈❡♥ ❜②

x =
√
r · cos θ

y =
√
r · sin θ ✭✻✳✸✳✸✮

◆♦✇ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❞✐st❛♥❝❡ ❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t ♣✐❝❦❡❞ ❛t
r❛♥❞♦♠ ✐♥ ❛ ✉♥✐t ❞✐s❦ ✐s

P (d) = 2d ✭✻✳✸✳✹✮

②✐❡❧❞✐♥❣ ❛ ♠❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ d̄ = 2/3✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✳✶✿ ▲❡❢t✿ ♣♦✐♥ts ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✸✳✶✮❀ ❘✐❣❤t✿ ❝♦rr❡❝t❧② ✉♥✐✲
❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣♦✐♥ts ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✸✳✸✮

❚♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❜✐❣❣❡r ❛♠♣❧✐t✉❞❡ t❤❛♥ t❤❡ ✉♥✐t ❞✐s❦✱ ✇❡ s✐♠♣❧②
♠✉❧t✐♣❧② t❤❡ ✉♥✐t ❞✐s❦ ❜② t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ✇❡ ✇❛♥t t♦ tr❛❝❦✳

❋♦r ✇❤❛t ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ✻❉ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ t♦ ✐♥✐t✐❛❧✐s❡✱ ✇❡ ♠❛❞❡
t✇♦ t②♣❡s ♦❢ st✉❞✐❡s✿

❼ ✇✐t❤ ♥♦♠✐♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ③❡r♦ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ ❛❧❧ ♣❧❛♥❡s

❼ ✇✐t❤ ♥♦♠✐♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ z′ = [−θc, θc] with z = x, y ❞❡✲
♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ■P✱ ❛s ■P✶ ❢❡❛t✉r❡s ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝r♦ss✐♥❣ ✇❤✐❧❡ ■P✺ ❢❡❛t✉r❡s ❛♥❞
❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♦♥❡

❇② ❧❛✉♥❝❤✐♥❣ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✜rst t②♣❡ t❤♦✉❣❤✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ ❛♥ ❡rr♦r ❛s
t❤❡ ♣r♦❧♦♥❣❛t✐♦♥ r✉♥ ✉t✐❧✐t② ✐♥ ❙✐①❚r❛❝❦ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ♦r❜✐t t♦ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡
❞❡❝❧❛r❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s st❛rt✐♥❣ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❙♦✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❧❛✉♥❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤
✐♥✐t✐❛❧ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♠❛t❝❤❡❞ t♦ t❤❡ ♦♥❡ t❤❡② ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t✳

❙✉❝❤ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛r❡ t❤❡♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✇r✐tt❡♥✱ ✻✵ ❜② ✻✵ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣r♦✲
♣r✐❛t❡ ❢♦r♠❛t✱ ✐♥ ❛ ❢♦rt✳✶✸ ✜❧❡✱ t❤❛t ✐s st♦r❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r ♥❡❡❞❡❞ ❙✐①❚r❛❝❦
✐♥♣✉t ✜❧❡s ❛♥❞ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❧❛✉♥❝❤❡❞ ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✮✳

✻✳✸✳✷ ❈❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❚❤❡ ✷❉ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡
❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❞❡♥s✐t✐❡s
❛♥❞ r♦✉♥❞ ❜❡❛♠s ✐s ❡q✉❛❧ t♦

G(x0, y0) =
1

2πσ2
exp

(

−(x0 − µx)
2

2σ2
− (y0 − µy)

2

2σ2

)

✭✻✳✸✳✺✮

❲❡ ✉s❡❞ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ r♠s tr❛♥s✈❡rs❡
s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ✐✳❡✳ σ = σx = σy =

√
ǫβ∗✳
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✻✳✹ P❛rt✐❝❧❡ tr❛❝❦✐♥❣ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣

❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❡❛❝❤ r✉♥✱ ❙✐①❚r❛❝❦ r❡t✉r♥s t❤❡ t✉r♥✲❜②✲◆✲t✉r♥s ✻❉ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ❡❛❝❤
♣❛rt✐❝❧❡ ❛s ❜✐♥❛r② ✜❧❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ◆ ❝❛♥ ❜❡ s❡t ❜② t❤❡ ✉s❡r✳ ❆s ♦♥❡ ❝❛♥
✐♠❛❣✐♥❡ s✉❝❤ ✜❧❡s ❝❛♥ ❜❡ q✉✐t❡ ❜✐❣✱ s♦ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ t❤❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❙✐①❚r❛❝❦ ♠❛♥✉❛❧ t♦ ✉s❡ N = 1000✱ t❤✉s s❛✈✐♥❣ ✐♥ ♠❡♠♦r② ✶✵✵ ✜❧❡s ♣❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
❚♦ ❛♥❛❧②s❡ s✉❝❤ ✜❧❡s ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❛ P②t❤♦♥ ♠♦❞✉❧❡❬✶✽❪ ✐♥t♦ ❛ r♦✉t✐♥❡ t❤❛t
r❡❛❞s t❤❡ ❜✐♥❛r② ✜❧❡s ❛♥❞ st♦r❡s t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✈❛❧✉❡s ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❙◗▲✐t❡
❞❇✳ ❋r♦♠ t❤✐s ❞❇ t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✱ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ✐♥ P②t❤♦♥✱ t♦♦❧s t♦ ♣❧♦t t❤❡
❞❛t❛ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ✇❛②s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛❣r❛♣❤s ✇❡✬❧❧ s❤♦✇ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ s✉❝❤
♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ r♦✉t✐♥❡s ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❞r❛✇ s♦♠❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡♠✳

❚❤❡ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❢♦r ❡❛❝❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉❜♣❧♦ts✿

❼ ❚♦♣ ❧✐♥❡✿

◦ tr❛♥s✈❡rs❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ (x, y) ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ r✳♠✳s✳ tr❛♥s✈❡rs❡ ❜❡❛♠
s✐③❡ σ

◦ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ (x, x′) ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ r✳♠✳s✳ ❜❡❛♠
s✐③❡ σ ❛♥❞ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ σp

❼ ❇♦tt♦♠ ❧✐♥❡✿

◦ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ (y, y′)✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ r✳♠✳s✳ ❜❡❛♠
s✐③❡ σ ❛♥❞ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ σp

◦ ❛❝t✐♦♥ s♣❛❝❡ (Jx, Jy) ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ [m · rad]

❖❢ ❛❧❧ t❤❡ ♦✈❡r ✶✵✵ ♣❧♦ts ♣r♦❞✉❝❡❞ ♣❡r ❡❛❝❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ♦♥❧② t❤❡ ♠♦st
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♦♥❡s ❢♦r ❡❛❝❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

❊❛❝❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ss✐❣♥❡❞ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ■❉ t♦ ❝❧❡❛r❧② ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❞❛t❛s❡t✱
✇❤♦s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s✉♠♠❛r✐s❡❞ ✐♥ t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ st✉❞✐❡s ♦✈❡r✈✐❡✇ t❛❜❧❡ ❜❡❧♦✇✳ ❚❤❡
■❉s t❤❡♠s❡❧✈❡s ❝♦♥t❛✐♥ ❛ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡s✱ ❛s t❤❡② r❡s♣❡❝t t❤❡ ❢♦r♠❛t

■P★❴♥✉♠❜❡r♦❢♣❛rt✐❝❧❡s❴❛♠♣❧✐t✉❞❡✐♥s✐❣♠❛✉♥✐ts❴x′0✐♥✐t✐❛❧y
′
0❴♥✉♠❜❡r♦❢t✉r♥s

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ■❉ ■P✶❴✶✵❊✹❴✶✵❴✵✵✳✶✹✼✺❴✶✵❊✹ ■P✺❴✶✵❊✹❴✶✵❴✵✳✶✹✼✺✵❴✶✵❊✹

◆✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✶✵ ✵✽✵ 10 080
❉✐s❦ r❛❞✐✉s 10σ 10σ

x′0 ✵ ❬✲✵✳✶✹✼✺✱✵✳✶✹✼✺❪ ♠r❛❞
y′0 ❬✲✵✳✶✹✼✺✱✵✳✶✹✼✺❪ ♠r❛❞ ✵

■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ■P✶ ■P✺
◆✉♠❜❡r ♦❢ t✉r♥s 105 105

❇❡❛♠✲❜❡❛♠ ❡❧❡♠❡♥ts ✶✼ ✶✼

❚❛❜❧❡ ✻✳✹✳✶✿ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ tr❛❝❦✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ ♣❡r ❡❛❝❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
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✻✳✹✳✶ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ P♦✐♥t ✶ ✭❆❚▲❆❙✮

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

■P✶❴✶✵❊✹❴✶✵❴✵✵✳✶✹✼✺❴✶✵❊✹

❋✐❣✉r❡ ✭✻✳✹✳✶✮ s❤♦✇s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛s t❤❡② ❛r❡ ❛❧s♦ r❡❝♦r❞❡❞ ✐♥ t❤❡ t✉r♥ ❜②
t✉r♥ ❞❛t❛ ❢♦r turn = 0✳ ❚❤✐s ✐s ✉s❡❢✉❧ ❜♦t❤ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ✉s❡r ❛ t♦♦❧ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡
♣r♦❣r❛♠ r❛♥ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ❜♦t❤ ❛s t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦❧♦✉r ❝♦♥t♦✉rs ♦❢ t❤❡ ♣❧♦t ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦
❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✻✳✸✳✺✮✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✳✶✿ ■♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ❛t ■P✶✳ ❚♦♣✿ tr❛♥s✈❡rs❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
s♣❛❝❡ (x, y)✭❧❡❢t✮✱ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡(x, x′)✭r✐❣❤t✮❀ ❜♦tt♦♠✿ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣❤❛s❡

s♣❛❝❡(y, y′)✭❧❡❢t✮✱ ❛❝t✐♦♥ s♣❛❝❡(Jx, Jy)✭r✐❣❤t✮

❚❤❡ ♥❡①t ✜❣✉r❡ ✻✳✹✳✷ s❤♦✇s t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ♣♦st ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❞❛t❛
❛❢t❡r ✶✵✵ ✵✵✵ t✉r♥s✳ ❇② r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ s✐♥❣❧❡ r✳♠✳s✳ ❜❡❛♠ s✐③❡
❛♥❞ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✱ t❤❡ ♣❧♦ts ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇ ❤♦✇ t❤❡ ♠♦r❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ❞❡✈✐❛t❡ ❢r♦♠
t❤❡ ❞❡s✐❞❡r❡❞ tr❛❥❡❝t♦r② ❛♥❞ ❞✐✛✉s❡ t♦✇❛r❞s ✇✐❞❡r ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ❜❡t❛tr♦♥ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ s♣❛❝❡ ♣❧♦t ❤✐❣❤❧✐❣❤ts t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♣r♦❝❡ss✱ ❛s
♣❛rt✐❝❧❡s ❞r✐❢t t♦✇❛r❞s ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✳✷✿ ❊♥❞✲♦❢✲tr❛❝❦✐♥❣ ❞❛t❛ ❛t ■P✶✳ ❚♦♣✿ tr❛♥s✈❡rs❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
s♣❛❝❡ (x, y)✭❧❡❢t✮✱ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡(x, x′)✭r✐❣❤t✮❀ ❜♦tt♦♠✿ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣❤❛s❡

s♣❛❝❡(y, y′)✭❧❡❢t✮✱ ❛❝t✐♦♥ s♣❛❝❡(Jx, Jy)✭r✐❣❤t✮✳

■♥ t❤❡ ■P✶ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝r♦ss✐♥❣ s❝❤❡♠❡✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❡ ❜❡❛♠s ❤❛✈❡ ❛ ✈❡rt✐✲
❝❛❧ ❛♥❣❧❡ y′Xing = 0.3mrad ∼= 10σ′ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❛♣♣❡❛r ❛s ❛♥ ♦✛s❡t ✐♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧
♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✭✻✳✹✳✷✮✳ ❚❤❛t✬s ✇❤② ✐♥ t❤❡ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❤✐s ❛♥❣❧❡ ✈❛❧✉❡ ✐s
s✉❜tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ y′ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳

✻✳✹✳✷ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ P♦✐♥t ✺ ✭❈▼❙✮

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

■P✺❴✶✵❊✹❴✶✵❴✵✳✶✹✼✺✵❴✶✵❊✹

❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✳✸ s❤♦✇s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛s t❤❡② ❛r❡ ❛❧s♦ r❡❝♦r❞❡❞ ✐♥ t❤❡ t✉r♥ ❜②
t✉r♥ ❞❛t❛ ❢♦r turn = 0✳ ❚❤✐s ✐s ✉s❡❢✉❧ ❜♦t❤ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ✉s❡r ❛ t♦♦❧ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡
♣r♦❣r❛♠ r❛♥ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ❜♦t❤ ❛s t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦❧♦✉r ❝♦♥t♦✉rs ♦❢ t❤❡ ♣❧♦t ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦
❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✻✳✸✳✺✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✳✸✿ ■♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ❛t ■P✺✳ ❚♦♣✿ tr❛♥s✈❡rs❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
s♣❛❝❡ (x, y)✭❧❡❢t✮✱ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡(x, x′)✭r✐❣❤t✮❀ ❜♦tt♦♠✿ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣❤❛s❡

s♣❛❝❡(y, y′)✭❧❡❢t✮✱ ❛❝t✐♦♥ s♣❛❝❡(Jx, Jy)✭r✐❣❤t✮

❚❤❡ ♥❡①t ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ♣♦st ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❞❛t❛ ❛❢t❡r
✶✵✵ ✵✵✵ t✉r♥s✳ ■♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ♦❢ ■P✶✱ ■P✺ s❤♦✇s ❛ ❧❡ss s❡✈❡r❡ ❞✐✛✉s✐♦♥
❛♥❞ ❤❛❧♦ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♣♣❡❛r ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ❜❡❛♠ ❝♦r❡ ❛♥❞ s✉✛❡r ♠✐♥♦r ❞✐✛✉s✐♦♥✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✳✹✿ ❊♥❞✲♦❢✲tr❛❝❦✐♥❣ ❞❛t❛ ❛t ■P✺✳ ❚♦♣✿ tr❛♥s✈❡rs❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
s♣❛❝❡ (x, y)✭❧❡❢t✮✱ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡(x, x′)✭r✐❣❤t✮❀ ❜♦tt♦♠✿ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣❤❛s❡

s♣❛❝❡(y, y′)✭❧❡❢t✮✱ ❛❝t✐♦♥ s♣❛❝❡(Jx, Jy)✭r✐❣❤t✮✳

■♥ t❤❡ ■P✺ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❝r♦ss✐♥❣ s❝❤❡♠❡✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❡ ❜❡❛♠s ❤❛✈❡ ❛ ❤♦r✐③♦♥t❛❧
❛♥❣❧❡ x′Xing = 0.3mrad ∼= 10σ′ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❛♣♣❡❛r ❛s ❛♥ ♦✛s❡t ✐♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧
♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✭✻✳✹✳✹✮✳ ❚❤❛t✬s ✇❤② ✐♥ t❤❡ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❤✐s ❛♥❣❧❡ ✈❛❧✉❡ ✐s
s✉❜tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ x′ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳

✻✳✹✳✸ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥

❚❤❡ ❛❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

Jz =
z2 + (βz′)2

2
with z = x, y ✭✻✳✹✳✶✮

❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ r❡s♦♥❛♥t ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐s ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❢ ♠♦t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ t♦
❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐♥ t❤❡ ❤❛❧♦s✱ ✇❡ ♣❧♦t t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡
❛❝t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♠❡❛♥✐♥❣

∆J =
(Jx + Jy)turn=100000

(Jx + Jy)turn=0

✭✻✳✹✳✷✮

❋♦r ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t t❤❡ r❛t✐♦ t♦ ❜❡ ∆J = 1✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r
r❡s♦♥❛♥t✲❜❡❤❛✈✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❡ ✇♦✉❧❞ s❡❡ ❛ ∆J > 1✳
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❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❧♦ts s❤♦✇ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✈❡rs✉s ✐♥✐t✐❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥ σ
✉♥✐ts✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✳✺✿ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✈❡rs✉s ✐♥✐t✐❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ r0 =
√

x20 + y20 ✐♥
✉♥✐ts ♦❢ σ ❢♦r ■P✶✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✳✻✿ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✈❡rs✉s ✐♥✐t✐❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ r0 =
√

x20 + y20 ✐♥
✉♥✐ts ♦❢ σ ❢♦r ■P✺✳

■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s st❛❜✐❧✐t② ❛r✐s❡s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ st❛rt✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ r0 > 7σ ✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❜❡t✇❡❡♥ st❛❜❧❡ ❛♥❞ ❝❤❛♦t✐❝ r❡❣✐♦♥ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
✇❡ s❡❡ ❛❣❛✐♥✱ ❛♥❞ t❤✐s t✐♠❡ ♠♦r❡ ✈✐✈✐❞❧②✱ t❤❛t ✐♥ ■P✶ t❤❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ❧♦♦❦ ♠♦r❡
s❡✈❡r❡ t❤❛♥ ✐♥ ■P✺✳

✻✳✹✳✹ ▲♦st ♣❛rt✐❝❧❡s

❆t r > 6.5σ ❜❡❛♠ ❧♦ss❡s st❛rt t♦ ❛♣♣❡❛r✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✳✼ s❤♦✇s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦st
♣❛rt✐❝❧❡s ♣❡r t✉r♥ ❢♦r ■P✶✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r ■P✺ ♥♦ ♣❛rt✐❝❧❡s ❣❡t ❧♦st✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✳✼✿ ▲♦st ♣❛rt✐❝❧❡s ❛t ❡❛❝❤ t✉r♥ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛t ■P✶✳

❚❤❡ ❞❛t❛ ✇✐❧❧ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ❛♥❛❧✐s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❜❡st ✜tt✐♥❣ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ❢♦r t❤❡
♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ♣❧♦tt❡❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❞❛t❛✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s
s✉r✈✐✈❡❞ ❛t ❡❛❝❤ t✉r♥✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✳✽ ❛♥❞ ✻✳✹✳✾✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✳✽✿ ❙✉r✈✐✈❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛t ❡❛❝❤ t✉r♥ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛t ■P✶✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✳✾✿ ❙✉r✈✐✈❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛t ❡❛❝❤ t✉r♥ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛t ■P✺✳

✻✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❚❤❡ ❞❛t❛ ❝♦♥s✐st❡♥t❧② s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❜❡❛♠✲❜❡❛♠ ❡✛❡❝t ❝r❡❛t❡s ❤❛❧♦ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t
❞✐✛✉s❡ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❜♦r❞❡rs ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❞ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛♣❡rt✉r❡s✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ❧♦♦❦s t♦
❜❡ ♠♦r❡ s❡✈❡r❡ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ r❡❣✐♦♥ ✶ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝❛❧
r❡❣✐♦♥ ✺✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t♦rs ❛❧♦♥❣ r❡❣✐♦♥ ✶ s❤♦✉❧❞
❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❞❡tr✐♠❡♥t❛❧ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠✲❜❡❛♠ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳



❈❤❛♣t❡r ✼

❙✉♠♠❛r②

❚❤❡ ▲❛r❣❡ ❍❛❞r♦♥ ❈♦❧❧✐❞❡r ✐s t❤❡ ❜✐❣❣❡st ❛♥❞ ♠♦st ❡♥❡r❣❡t✐❝ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦❧❧✐❞❡r ✐♥
t❤❡ ✇♦r❧❞✳ ■t ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ✉♥❞❡r❣♦✐♥❣ ❛ ❧♦♥❣ s❤✉t❞♦✇♥ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ♠❛✐♥t❛✐♥❛♥❝❡ ❛♥❞
✉♣❣r❛❞❡✱ t♦ ❛❞✈❛♥❝❡ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣❤②s✐❝❛❧ ❧❛✇s ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ✐ts ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ■ts ❦❡② ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ t❤❡
❧✉♠✐♥♦s✐t②✱ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♠♦❞❡❧❡❞ ②❡t✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ✇❤❛t ❛r❡
t❤❡ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❞❡❣r❛❞❡ ✐t✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡
♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✐t ✐s t❤❡ ✜rst ♠✐❧❡st♦♥❡ t♦✇❛r❞s t❤❡
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❧✉♠✐♥♦s✐t② ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❝❛✉s❡s
♦❢ ❜❡❛♠ ❧✐❢❡t✐♠❡ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥✳

❲❡ ❤❛✈❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✉s❡❞ t♦ st✉❞② ❜❡❛♠ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥
❛♥② ❝✐r❝✉❧❛r ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ s②♠♣❧❡❝t✐❝✐t②✳ ❖t❤❡r ❦❡② ♣❛✲
r❛♠❡t❡rs ♣r❡s❡♥t❡❞ t♦ ❝♦♠♣r❡❤❡♥❞ t❤❡ ❜❡❛♠ ❞②♥❛♠✐❝s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛r❡✿
t❤❡ t❤✐♥ ❧❡♥s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❈♦✉r❛♥t✲❙♥②❞❡r ✐♥✈❛r✐❛♥t ❛♥❞ t❤❡ ❡♠✐tt❛♥❝❡✱ t❤❡
r✳♠✳s✳ ❜❡❛♠ s✐③❡ ❛♥❞ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✱ t❤❡ t✉♥❡✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r ❤❛s ♣r♦✈✐❞❡❞
✉s ✇✐t❤ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ✇❛②s ♦❢ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s t❤❛t ❧❡❛❞ t♦ ❛ r❡s♦♥❛♥t
❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ❜❡t❛tr♦♥ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳

◆❡①t ✇❡ ❤❛✈❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ♦❢ t❤❡ ❧✉♠✐♥♦s✐t② ♠♦❞❡❧s✱ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ ✐♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜❡❛♠s ❛t t❤❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✳ ❲❡✬✈❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱
❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤❡❛❞✲♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ♦♥❡✳ ❲❤❡ ❤❛✈❡
✐❧❧✉str❛t❡❞ t❤❡ ❞❡st❛❜✐❧✐③✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✱ ❛♥❞ s❤♦✇♥ ✇❛②s t♦ ❧✐♠✐t
✐t✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❜❡❛♠✲❜❡❛♠ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐t✬s ✐♠♣❛❝t
♦♥ t❤❡ ❜❡❛♠ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ tr❛♥s✈❡rs❡ ❦✐❝❦ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❞❡t✉♥✐♥❣✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦♦❧s ❢♦r ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ♠❛ss✐✈❡ tr❛❝❦✐♥❣ st✉❞✐❡s ♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❧②
✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ❢♦r t❤❡✐r ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ tr❛❝❦✐♥❣
❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ t❤r♦✉❣❤ ❙✐①❚r❛❝❦✱ ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ ♦♣❡♥ s♦✉r❝❡ s②♠♣❧❡❝t✐❝ ✐♥t❡❣r❛t♦r t❤❛t
❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❈❊❘◆ ❛♥❞ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ②❡❛rs✳ ❲❡ ❤❛✈❡
❡♥❤❛♥❝❡❞ ❙✐①❚r❛❝❦ ♣♦✇❡r ❜② ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ♣✐❡❝❡s ♦❢ ❝♦❞❡ t♦ ❛❞❞ t♦ ✐t t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢
tr❛❝❦✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✻✵ ♣❛rt✐❝❧❡s ♣❡r t✐♠❡✱ ✈✐❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦♥
t❤❡ ❈❊❘◆ s❡r✈❡rs✳ ❙✐①❚r❛❝❦ ✐s ✈❡r② ✇❡❧❧ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r s♦❢t✇❛r❡ t❤❛t ✇❡
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s✐♥❣✱ ▼❆❉✲①✱ t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r ♦♣t✐❝s ✇❡r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛♥❞
t❤❡ ❜❡❛♠✲❜❡❛♠ ❦✐❝❦ ♠❛tr✐❝❡s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ st✉❞✐❡s ♦♥ t✇♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❝❛❧❧❡❞ ■P✶ ♥❛❞ ■P✺✱ ❞✐s♣❧❛❝❡❞ ❛t
s✐♠♠❡tr✐❝❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡ r✐♥❣✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ t✇♦ ❜✐❣❣❡st ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②

✻✶



❈❍❆P❚❊❘ ✼✳ ❙❯▼▼❆❘❨ ✻✷

❆❚▲❆❙ ❛♥❞ ❈▼❙✱ ❛r❡ s✐t✉❛t❡❞✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❧❛✉♥❝❤❡❞ tr❛❝❦✐♥❣ ❝❛♠♣❛✐❣♥s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✵ ✵✵✵ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦✈❡r ✶✵✵
✵✵✵ r❡✈♦❧✉t✐♦♥ t✉r♥s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ r✐♥❣✳ ❆❧t♦✉❣❤ t❤✐s tr❛♥s❧❛t❡s t♦ r♦✉❣❤❧② ✶✵ s❡❝♦♥❞s
♦❢ ❜❡❛♠ t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ ▲❍❈✱ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡ ❡♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❞❡sr✉♣t✐✈❡
❜❡❤❛✈✐♦✉r✳

❲❡ ❤❛✈❡ ♣❧♦tt❡❞ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡✱ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ ♣♦rtr❛✐ts✱ ❛❝t✐♦♥
s♣❛❝❡✱ r❡❧❛t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥✱ t✉r♥ ❜② t✉r♥ ❧♦st ❛♥❞ s✉r✈✐✈❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ ❞❛t❛
❛♥❛❧②s✐s ❤❛s ❡♥❛❜❧❡❞ ✉s t♦ st✉❞② ❝❤❛r❣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ❞❡t❡❝t
✐♥st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤❛❧♦ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛r♦✉♥❞ ■P✶✳

❋✉rt❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ✇✐❧❧ ✐♥❝❧✉❞❡ ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s
❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❛❧♦✱ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣
t♦♦❧s ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ❜❡❛♠✲❜❡❛♠ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ✇❛♥t
❛❧s♦ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❧❛t❡r ❝♦♥❢r♦♥t t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦✉t♣✉t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛
❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ❛♥❞ ✐♥ ❢✉t✉r❡ r✉♥s✳



❆♣♣❡♥❞✐① ❆

▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♦❢ ❛ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥

❛♥ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞

❆♥② ❢✉♥❝t✐♦♥ ▲ t❤❛t s❛t✐s❢②✐❡s ❊✉❧❡r✲▲❛❣r❛♥❣❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ♥ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠

n
∑

j=0

[

∂L

∂qj
− d

dt

∂L

∂q̇j

]

= 0 ✭❆✳✵✳✶✮

❝❛♥ ❜❡ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♦❢ ❛ s②st❡♠✳ ❚❤✉s✱ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤✐❝❤ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡
▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✐s t❤❡ r✐❣❤t ♦♥❡ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡ ❛ s②st❡♠ ✐s ❛❧♠♦st ❛♥ ❛rt✐st ✇♦r❦✳ ■♥
t❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐① ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t ♦♥❡ ✇❛② t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥
❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳

❋♦r ❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❢♦r❝❡✱ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r✲
❛❧✐s❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❛s

L = T − U ✭❆✳✵✳✷✮

✇❤❡r❡ ❚ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ ❯ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡
❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s②st❡♠✳

■❢ t❤❡ ❢♦r❝❡s ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡s✱ t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ s❛♠❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡
❛ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ U(qj, q̇j)

U | Q =
n
∑

j=0

[

−∂U
∂qj

+
d

dt

(

∂U

∂q̇j

)]

✭❆✳✵✳✸✮

✇❤❡r❡ Q ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ generalised force ❛♥❞ ✐t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s
∑

~Fjδ~rj =
∑

Qjδqj ✭❆✳✵✳✹✮

❚❤❡ ✈❡❝t♦rs ~F ❛♥❞ ~r r❡♣r❡s❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❢♦r❝❡ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐t✐♦♥ ✈❡❝t♦rs ✐♥ ❈❛rt❡✲
s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❋r♦♠ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t Qj ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❤❛✈❡
t❤❡ ✉♥✐ts ♦❢ ❛ ❢♦r❝❡✱ ❜✉t t❤❡ ♣r♦❞✉❝t Q · δq ✐s ❛❧✇❛②s ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ ✇♦r❦✱ ❥✉st✐❢②✐♥❣ t❤❡
♥❛♠❡✳

◆♦✇ ❧❡t✬s ❢♦❝✉s ♦♥ ❛ s②st❡♠ ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛❝t✐♦♥
♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❢♦r❝❡ ♦♥ t❤❡ s②st❡♠ ✐s t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ❢♦r❝❡

~F = e( ~E + ~v × ~B) ✭❆✳✵✳✺✮

✻✸
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❯s✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧s✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡✇✐t❡ t❤❡ ❡①♣❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡ ❛s

~F = e

(

−∇φ− ∂ ~A

∂t
+ ~v ×∇× ~A

)

✭❆✳✵✳✻✮

▲❡t✬s ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ s✉❝❤ ❢♦r❝❡ ✐♥ ❛ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
s②st❡♠✿

Fx = e

(

−∇xφ− ∂Ax

∂t
+ (~v ×∇× ~A)x

)

✭❆✳✵✳✼✮

❲❡ ❝❛♥ ❡①♣❛♥❞ t❤❡ ①✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r✐❛❧ ♣r♦❞✉❝t ❛s

(~v×∇× ~A)x = vy

(

∂Ay

∂x
− ∂Ax

∂y

)

−vz
(

∂Ax

∂z
− ∂Az

∂x

)

±vx
∂Ax

∂x
= ~v·

~∂Ax

∂x
−
(

dAx

dt
− ∂Ax

∂t

)

✭❆✳✵✳✽✮
✇❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥

dAx

dt
=
∂Ax

∂x

dx

dt
+
∂Ax

∂y

dy

dt
+
∂Ax

∂z

dz

dt
+
∂Ax

∂t
✭❆✳✵✳✾✮

◆♦✇✱ ♣❧✉❣❣✐♥❣ ✭❆✳✵✳✽✮ ✐♥ ✭❆✳✵✳✼✮ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♥❡✇ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡ ❛s

Fx = e

[

− ∂

∂x

(

φ− ~v · ~A
)

− dAx

dt

]

✭❆✳✵✳✶✵✮

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t

dAx

dt
=

d

dt

[

∂

∂vx

(

~v · ~A− φ
)

]

✭❆✳✵✳✶✶✮

❛♥❞ t❤✉s r❡✇✐t❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡ ❛s

Fx = e

[

− ∂

∂x
(φ− ~v · ~A) + d

dt

∂

∂vx

(

φ− ~v · ~A
)

]

✭❆✳✵✳✶✷✮

■❢ ✇❡ ♥♦✇ ❝♦♠♣❛r❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✵✳✶✷✮ ✇✐t❤ ✭❆✳✵✳✸✮ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛s

U = e(φ− ~v · ~A) ✭❆✳✵✳✶✸✮

❛♥❞ s♦ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❛s

L = T − U = T − e(φ− ~v · ~A) ✭❆✳✵✳✶✹✮

❋♦r ❛ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♣❛rt✐❝❧❡✱ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✐s

T =

∫

~p · δ~v = −mc2
√

1− v2

c2
✭❆✳✵✳✶✺✮

❛♥❞ t❤✉s ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ t♦ ❜❡

L = −mc
2

γ
− e(φ− ~v · ~A) ✭❆✳✵✳✶✻✮



❆♣♣❡♥❞✐① ❇

❙✐①❚r❛❝❦ ✐♥♣✉t ✜❧❡s

❚❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ♥❡❡❞❡❞ t♦ r✉♥ ❙✐①❚r❛❝❦ ❛r❡✿

❼ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r✱

❼ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❛♥❞

❼ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✻❉ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦♥❡ ✇❛♥ts t♦ tr❛❝❦✳

❆❧❧ ♦❢ t❤✐s ✐s ❢✉❧❧② ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❢♦✉r ✐♥♣✉t ✜❧❡s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❜r✐❡✢② ♣r❡s❡♥t t❤❡✐r ❢✉♥❝t✐♦♥
❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡② ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞✳ ❆❧❧ ❙✐①❚r❛❝❦ ✜❧❡s ❛r❡ ♥❛♠❡❞ ❢♦rt✳♥✱ ✇❤❡r❡ ♥ ✐s ❛♥
✐♥t❡❣❡r✳ ❋♦r ❜r❡✈✐t② ✇❡ ✇✐❧❧ ♦♠✐t t❤❡ ❢♦rt✳ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♥❛♠❡ ❛♥❞ r❡♣❧❛❝❡ ✐t ✇✐t❤ ❛
❤❛s❤t❛❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✳

❼ ★✷ ✉♥✐t✿ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ✜❧❡✱ ❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r ❧❛tt✐❝❡ ♦♣t✐❝s

❼ ★✸ ✉♥✐t✿ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✜❧❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❛ s✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r

❼ ★✽ ✉♥✐t✿ r❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ♠✉❧t✐♣♦❧❡ ❦✐❝❦✱ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛♥❞
✈❡rt✐❝❛❧ ♠✐s❛❧✐❣♥♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ t✐❧t

❼ ★✶✻ ✉♥✐t✿ ♠✉❧t✐♣♦❧❡ ❡rr♦rs

❚♦ ✇r✐t❡ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ✜❧❡ ❜② ❤❛♥❞ ✇♦✉❧❞ ❜❡ r❛t❤❡r ✐♥❝♦♥✈❡♥✐❡♥t✳ ❚❤❡ ♦♣t✐❝s ❞❡✜✲
♥✐t✐♦♥ ✐s t❤✉s ❞♦♥❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ▼❆❉✳ ❚❤❡ ❙■❳❚❘❆❈❑ ♦♣t✐❝s ✜❧❡s ❛r❡
tr❛♥s❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ ▼❆❉✲❳✱ t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡♠ t❤r♦✉❣❤ ❛ ✑✳♠❛s❦✑ ✐♥♣✉t ✜❧❡✳

❇✳✶ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs

❙✐①❚r❛❝❦ ✐♥♣✉t ✜❧❡ ❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s t❤❡ ✉♥✐t ★✸✱ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧
❜❧♦❝❦s ❛♥❞ ♦♣t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝✉st♦♠❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r ❢♦r ✐ts s♣❡❝✐✜❝ ♣✉r♣♦s❡s✳
❲❡✬❧❧ ❜r✐❡✢② ❣♦ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠♦st s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♦❢ s✉❝❤ ❜❧♦❝❦s ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❤✐❝❤
❛r❡ t❤❡ ❚r❛❝❦✐♥❣ ❛♥❞ ■♥✐t✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦♥❡s✭❛✉t❤♦r❄✮ ❬✽❪✳

❋♦r t❤❡ st✉❞② ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s②st❡♠ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐s ♦❢ ❝r✉❝✐❛❧ ✐♠✲
♣♦rt❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉t str✉❝t✉r❡ ❢♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❛s t❤❡r❡❢♦r❡ ♦r❣❛♥✐s❡ ✐♥
s✉❝❤ ❛ ✇❛② ❛s t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ♠❛①✐♠✉♠ ✢❡①✐❜✐❧✐t②✳ ❙✐①❚r❛❝❦ ✐s ♦♣t✐♠✐s❡❞ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡
❧❛r❣❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✉r♥s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❡①♣♦♥❡♥t ❛♥❞
t❤❡r❡❜② t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ r❡❣✉❧❛r ❛♥❞ ❝❤❛♦t✐❝ ♠♦t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❤❛s ❛ ❝❧♦s❡
❜② ❝♦♠♣❛♥✐♦♥ ♣❛rt✐❝❧❡✳

✻✺
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❚❘❆❈❑■◆● ❇▲❖❈❑ −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
♥✉♠❧ ♥✉♠❧r ♥❛♣① ❛♠♣✭✶✮ ❛♠♣✵ ✐ r ❞ ✐♠❝ ❞❛t❛
✐❞② ✭✶ ✮ ✐❞② ✭✷ ✮ ✐ ❞ ❢ ♦ r ✐ r❡✇ ✐ ❝ ❧ ♦ ✻
♥❞❡ ✭✶ ✮ ♥❞❡ ✭✷ ✮ ♥✇r ✭✶ ✮ ♥✇r ✭✷ ✮ ♥✇r ✭✸ ✮ ♥✇r ✭✹ ✮ ♥t✇✐♥ ✐❜ ✐❞✉ ✐ ❡ ①❛ ❝ t

■◆■❚■❆▲ ❈❖❖❘❉■◆❆❚❊❙ ❇▲❖❈❑ −−−−−−−−−−−
✐ t r ❛ ❝❤ ✐✵ ❝❤✐❞ r❛ t ✐ ✈ ❡ r
❞❛t❛ ❧ ✐ ♥ ❡ s ✷ t♦ ✶✻ ✿ ✶✺ ✐ ♥ ✐ t ✐ ❛ ❧ ❝ ♦♦ r❞ ✐♥❛ t ❡ s

❇✳✶✳✶ ❚r❛❝❦✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜❧♦❝❦

❆❧❧ tr❛❝❦✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ✐♥♣✉t ❜❧♦❝❦✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛r❡
❣❡♥❡r❛❧❧② s❡t ❤❡r❡✱ t♦♦✳ ❚❤✐s ❜❧♦❝❦ ✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❦❡②✇♦r❞ ❚❘❆❈❑✱ t❤❛t ❝❛♥
❜❡ t❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ♦t❤❡r r❛♥❞♦♠ ❝❤❛r❛❝t❡rs✳ ■t ❣❡♥❡r❛❧❧② ❧♦♦❦s ❧✐❦❡ t❤✐s✿

✇❤❡r❡ t❤❡ ♥❛♠❡s r❡♣r❡s❡♥t ♥✉♠❜❡rs ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s❡t ❜② t❤❡ ✉s❡r✱ ❛♥❞ t❤❡② ♠❡❛♥
❞✐✛❡r❡♥t t❤✐♥❣s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ t♦ ✇❤✐❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❡② ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✿

❼ ♥✉♠❧ ✭✐♥t❡❣❡r✮ ✿ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✉r♥s ✐♥ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥

❼ ♥❛♣① ✭✐♥t❡❣❡r✮✿ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s

❼ ❛♠♣✭✶✮✱ ❛♠♣✵ ✭✢♦❛ts✮✿ st❛rt ❛♥❞ ❡♥❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✭❛♥② s✐❣♥✮ ✐♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧
♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ ♣❧❛♥❡ ❢♦r t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜❡t❛tr♦♥ ❛♥❞ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s

❼ ✐❞❢♦r✿ ❯s✉❛❧❧② t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ♦r❜✐t ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡
t✉r♥❡❞ ♦✛ ✉s✐♥❣ ✐❞❢♦r✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✇❤❡♥ ❛ r✉♥ ✐s t♦ ❜❡ ♣r♦❧♦♥❣❡❞✳

◦ ✐❢ ✐❞❢♦r ❂ ✷ t❤❡♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ✉♥✐t ★ ✶✸ ✐♥st❡❛❞
t❤❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❚❘❆❈ ❛♥❞✴♦r ■◆■❚ ❜❧♦❝❦s

❇✳✶✳✷ ■♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❜❧♦❝❦

❚❤❡ ■♥✐t✐❛❧ ❈♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐♥♣✉t ❜❧♦❝❦ ✐s ♠❡❛♥t t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ ❤♦✇ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♦r❞✐✲
♥❛t❡s ❛r❡ ♦r❣❛♥✐s❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② s❡t ✐♥ t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ❜❧♦❝❦✳ ◆✉♠❜❡r
♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❤❛s❡✱ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❡♠✐tt❛♥❝❡s ❛♥❞ ✐♥❝r❡✲
♠❡♥ts ♦❢ ✷ Ö ✻ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤❡ st❛rt✐♥❣
❡♥❡r❣② ❢♦r t❤❡ t✇♦ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤✐s ❜❧♦❝❦ ✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❦❡②✇♦r❞ ■◆■❚✱ t❤❛t ❝❛♥
❜❡ t❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ♦t❤❡r r❛♥❞♦♠ ❝❤❛r❛❝t❡rs✳ ■t ❣❡♥❡r❛❧❧② ❧♦♦❦s ❧✐❦❡ t❤✐s✿



❆PP❊◆❉■❳ ❇✳ ❙■❳❚❘❆❈❑ ■◆P❯❚ ❋■▲❊❙ ✻✼

❋✐❣✉r❡ ❇✳✶✳✶✿ ■♥✐t✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s s❡t✲✉♣

❚❤❡s❡ ✶✺ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛r❡ t❛❦❡♥ ❛s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐❢ ✐tr❛ ✐s s❡t t♦ ③❡r♦✳ ■❢ ✐tr❛
❂ ✶ ♦r ✷✱ t❤❡s❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ✐♥
t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ❜❧♦❝❦✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ s❡❡♠s ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❜✉t ✐t ❛❧❧♦✇s ❢r❡❡❧②
t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ t✇✐♥ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ■t ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇s ✐♥ ❝❛s❡
❛ tr❛❝❦✐♥❣ r✉♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣r♦❧♦♥❣❡❞ t♦ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✇✐t❤ ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳
❚❤✐s ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s s♠❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ❧❛r❣❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t r❡s✉❧ts✳

❇✳✶✳✸ ❘✉♥ ♣r♦❧♦♥❣❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞

❆ ❢❡❛t✉r❡ ✐s ✐♥st❛❧❧❡❞ ❢♦r ❛ ♣r♦❧♦♥❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r✉♥ ❜② ✉s✐♥❣ ✐❞❢♦r ❂ ✷ ❛♥❞ r❡❛❞✐♥❣ t❤❡
✐♥✐t✐❛❧ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ✉♥✐t ★✶✸✳ ❆s ♦✉r ❣♦❛❧ ✐s t♦ tr❛❝❦ ❛ ✉s❡r ❞❡✜♥❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❡ ❛r❡
✉s✐♥❣ t❤✐s ❢❡❛t✉r❡ t♦ ❢❡❡❞ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s t❤❡ ✉s❡r ✇❛♥ts✳
❚❤❡ ♦♥❧② ❧✐♠✐t t♦ t❤✐s ✐s t❤❛t ♦♥❧② ✻✵ ♣❛rt✐❝❧❡s ♣❡r t✐♠❡ ❝❛♥ ❜❡ tr❛❝❦❡❞✱ s♦ ✐❢ ♦♥❡ ❤❛s
❛ ❜✐❣❣❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❛s ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ✐t ♠✉st ❜❡ s❧✐❝❡❞ ✐♥ ❣r♦✉♣s ♦❢ ✻✵ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡
✉♥✐t ★✶✸ ✜❧❡ ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ ✶ ❝♦❧✉♠♥ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✸✵ r❡♣❡t✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ✐♥
❋✐❣✳ ❇✳✶✳✶✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❣r♦✉♣ ♦❢ t✇♦ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❡ ✉s❡r ✇❛♥ts✳



❘✐♥❣r❛③✐❛♠❡♥t✐

❯♥ s✐♥❝❡r♦ r✐♥❣r❛③✐❛♠❡♥t♦ ✈❛ ✐♥♥❛♥③✐t✉tt♦ ♥✉♦✈❛♠❡♥t❡ ❛❧ Pr♦❢✳ ▲✉✐❣✐ P❛❧✉♠❜♦✱ ♣❡r
❛✈❡r♠✐ ❞❛t♦ ❧✬♦♣♣♦rt✉♥✐tà ❞✐ ❧❛✈♦r❛r❡ ❛ q✉❡st❛ t❡s✐ ❡ ♣❡r ❧✬♦♣❡r❛ ❣❡♥❡r♦s❛ ❞✐ ❣✉✐❞❛
♥❡❧ ♠♦♥❞♦ ❞❡❧❧❛ r✐❝❡r❝❛✳

❘✐♥❣r❛③✐♦ ✐❧ ❉♦tt✳ P❛♣❛♣❤✐❧✐♣♣♦✉ ♣❡r ❛✈❡r♠✐ ❛❝❝♦❧t♦ tr❛ ✐ s✉♦✐ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t♦r✐ ❝♦♥
❧❛ ♠❛ss✐♠❛ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐tà ❡ ♣❡r ❛✈❡r♠✐ ❢❛tt♦ ❝r❡s❝❡r❡ s✉❧ ♣✐❛♥♦ s❝✐❡♥t✐✜❝♦✳ ❚r❛ ✐
❝♦❧❧❡❣❤✐ ❞❡❧ ❈❊❘◆ ✈♦rr❡✐ ♣♦✐ r✐♥❣r❛③✐❛r❡ ✐♥ ♣❛rt✐❝♦❧❛r❡ ✐❧ ❉♦tt✳ ❘✐❝❝❛r❞♦ ❉❡ ▼❛r✐❛
❡ ❧❛ ❉♦tt✳ss❛ ❆♥❞r❡❛ ❙❛♥t❛♠❛r✐❛ ●❛r❝✐❛ ♣❡r ❧❛ ❢r✉tt✉♦s❛ ❝♦❧❧❛❜♦r❛③✐♦♥❡ ✐st❛✉r❛t❛ ✐♥
q✉❡st✐ ♠❡s✐✳ ❆♥❝♦r❛✱ ✉♥ r✐♥❣r❛③✐❛♠❡♥t♦ s✐♥❝❡r♦ ❛❧ Pr♦❢✳ ❆♥❞r❡❛ ▼♦st❛❝❝✐✱ ♣❡r ❧❛
♣r❡s❡♥③❛ ❝♦st❛♥t❡ ♥❡❣❧✐ ❛♥♥✐ ❝♦♠❡ ♣✉♥t♦ ❞✐ r✐❢❡r✐♠❡♥t♦ ♣❡r ❞✉❜❜✐ ❡ ❝♦♥s✐❣❧✐✳

❆❞ ✐♥❣❡❣♥❡r✐❛ s✐ ✐♥✐③✐❛ ✐❧ ♣❡r❝♦rs♦ ✐♥ t❛♥t✐ ♠❛ s✐ ✜♥✐s❝❡ ✐♥ ♣♦❝❤✐✳ ❚r❛ q✉❡✐ ♣♦❝❤✐
❝♦❧❧❡❣❤✐ ❝♦♥ ❝✉✐ ❤♦ ❝♦♥❞✐✈✐s♦ t✉tt♦ ✐❧ ♣❡r❝♦rs♦ ❛❝❝❛❞❡♠✐❝♦✱ ✈♦rr❡✐ r✐♥❣r❛③✐❛r❡ s♦♣r❛t✲
t✉tt♦ ✐❧ ❉♦tt✳ ❋r❛♥❝❡s❝♦ ▼❛ss✐♠♦✱ ♣❡r ✐❧ ❝♦st❛♥t❡ ❝♦♥❢r♦♥t♦ ❡❞ ✐♥❝♦r❛❣❣✐❛♠❡♥t♦ ❝❤❡
♠✐ ❤❛ ❛✐✉t❛t♦ ❛❞ ❛✛r♦♥t❛r❡ ❧❡ s✜❞❡ ❛❝❝❛❞❡♠✐❝❤❡ ❡ ❧❛✈♦r❛t✐✈❡✳

✻✽



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❬✶❪ ❆✳ ❋❡❞♦t♦✈✱ ❍❛❧♦ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❍✐❣❤✲■♥t❡♥s✐t② ❇❡❛♠s✳ ❇◆▲ ❈♦❧❧✐❞❡r✲
❆❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❉❡♣❛rt♠❡♥t✱ ✷✵✵✺✳

❬✷❪ ❆✳ ▲❛t✐♥❛✱ ❚r❛♥s✈❡rs ❉②♥❛♠✐❝s✳ ❏❯❆❙ ▲❡❝t✉r❡✱ ❆r❝❤❛♠♣s ✭✷✵✶✹✮✳
❤tt♣s✿✴✴✐♥❞✐❝♦✳❝❡r♥✳❝❤✴❡✈❡♥t✴✷✽✻✷✼✺✴❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✴✹✼✴♠❛t❡r✐❛❧✴s❧✐❞❡s✴✵✳♣❞❢
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