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(BMS{FFS) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169

12



Liste des tableaux

1.1 Potentiel vecteur et champ magn�etique du sol�eno��de et du 2(m+1){pôle en

coordonn�ees cart�esiennes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

1.2 Potentiel vecteur longitudinal du 2(m+ 1){pôle parfait . . . . . . . . . . . 42

4.1 Param�etres faisceau au point d'interaction . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136

4.2 Longueur, fonctions � et avances de phases �a l'entr�ee des di��erents modules

constituant la BDS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137
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Introduction

Du fait du rayonnement synchrotronique, les collisionneurs circulaires e+ e� de haute

�energie sont actuellement limit�es dans la course aux �energies de plus de 100 GeV. Une

particule charg�ee dont la course est in
�echie par un champ magn�etique �emet en e�et

un rayonnement �electromagn�etique dont la puissance est proportionnelle �a son �energie

�a la puissance quatre et inversement proportionnelle au carr�e du rayon de courbure de

sa trajectoire. A l'heure actuelle, la plus grande de ces machines est le LEP op�erant au

CERN; d'une circonf�erence de 27 km, elle am�ene les deux faisceaux �a une �energie proche

de la centaine de GeV (85 GeV actuellement pour le LEP II, avec l'espoir d'atteindre les

100 GeV par faisceau).

L'un des buts des collisionneurs dans un futur proche est de porter les deux faisceaux �a une

�energie comprise entre 250 et 500 GeV a�n de poursuivre l'id�ee du mod�ele Standard par une

�etude d�etaill�ee des propri�et�es physiques du quark Top (masse, processus de d�esint�egration,

etc.) et �eventuellement par la d�ecouverte du boson de Higgs. L'existence du Top a �et�e

con�rm�ee tout r�ecemment par son observation directe faite au Tevatron (collisionneur pp),

sa masse �etant estim�ee aux alentours de 175 GeV: mt = 174 � 6 GeV [1]. Le principal

m�ecanisme de production du quark Top dans une collision e+ e� passe par le processus

d'annihilation (canal s) [2]

e+ e�

;Z�! tt :

Le seuil de production de paires tt se situe donc au{del�a des 350 GeV et l'extrapolation du

LEP �a une telle �energie, en gardant la même puissance rayonn�ee, donnerait une machine

dont la circonf�erence d�epasserait 250 km. D'un point de vue �economique, il est clair que

cette voie est inacceptable.

Une alternative permettant d'atteindre les �energies d�esir�ees et utilisant des machines de

taille relativement raisonnable se base alors sur le principe d'un collisionneur lin�eaire: �a

l'aide de deux acc�el�erateurs lin�eaires se faisant face, les deux faisceaux sont amen�es jusqu'�a

leur point de collision (IP) puis �elimin�es ou recycl�es.

L'autre d�e� des collisionneurs e+ e� de haute �energie est l'obtention d'une luminosit�e �elev�ee
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au point de collision de l'ordre de 10
33
{10

34
cm

�2
s
�1

pour l'investigation d'�ev�enements

tr�es rares. Par d�e�nition, le nombre _N d'�ev�enements observ�es par unit�e de temps pour un

processus donn�e est li�e �a la luminosit�e L par la relation

_N = � L

o�u � est la section e�cace de collision du m�ecanisme consid�er�e. Prenons alors pour exemple

la production de paires tt par le processus cit�e pr�ec�edemment pour lequel la section

e�cace atteint son maximum aux alentours de

p
s�380 GeV (pour mt = 175 GeV),

�max�1 pb=10
�36

cm
2
[2], puis d�ecrô�t typiquement en 1=s au{del�a (comme c'est en g�e-

n�eral le cas pour tous les processus d'annihilation lepton{antilepton ou quark{antiquark).

Pour une �energie de Ecm=

p
s=500 GeV dans le r�ef�erentiel du centre de masse des deux

faisceaux e+ e� et pour une luminosit�e de l'ordre de 10
33

cm
�2

s
�1

(soit entre un et deux

ordres de grandeur au{dessus des valeurs de luminosit�e actuellement obtenues par LEP II),

le nombre de paires tt produites par heure de fonctionnement de la machine serait donc

N � 10
�36

�
380

500

�2
� 10

33 � 3600 � 2 paires tt par heure,

ce qui est peu!

La luminosit�e est par cons�equent le param�etre important permettant d'�evaluer la perfor-

mance d'un collisionneur. Cette derni�ere d�epend principalement des trois quantit�es sui-

vantes:

{ la fr�equence frep de r�ep�etition des collisions.

{ le nombre de particules Ne interagissant par collision.

{ la surface transverse des deux faisceaux ��x�
�
y lors de leur collision.

Les deux premiers sont l'atout majeur des machines circulaires. En revanche, il n'est pas

possible d'y focaliser trop fortement les deux faisceaux au point d'interaction en raison

d'e�ets d'instabilit�e faisceau{faisceau qui peuvent conduire �a leur perte. Le dernier de

ces trois param�etres est quant �a lui le point fort des acc�el�erateurs lin�eaires: puisque les

faisceaux sont �elimin�es apr�es collision, il devient possible d'op�erer dans un r�egime o�u leur

taille respective est extrêmement petite (situ�ee dans l'�echelle nanom�etrique).

Le projet TESLA est l'un des cinq projets
1
de collisionneurs lin�eaires �etudi�es actuelle-

ment dans le monde. L'option supraconductrice d�efendue dans TESLA et qui repose sur

1. avec les projets d'acc�el�erateurs �a cavit�es en cuivre de diverses longueurs d'onde: CLIC au CERN,

JLC au Japon, NLC �a SLAC et SBLC en Allemagne

16



l'existence d'un gradient acc�el�erateur de 25 MV/m dans les cavit�es apporte par rapport

aux projets de collisionneurs en cuivre les atouts majeurs suivants:

{ la plus grande longueur d'onde HF: f0 = 1:3 GHz.

{ le meilleur rendement puissance faisceau sur puissance �electrique totale de l'ordre de

20%.

{ le plus grand cycle utile �egal �a 0.5% (produit de la fr�equence de r�ep�etition par la

longueur de l'impulsion HF).

La grande longueur d'onde HF permet de r�eduire la dispersion en �energie du faisceau (due

aux champs de sillage longitudinaux et �a la variation de l'amplitude HF le long du paquet)

ainsi que les champs de sillage transverses qui d�egradent son �emittance, tout en acc�el�erant

des paquets cinq �a sept fois plus longs que dans les projets en cuivre. D'autre part, la

combinaison des deux derniers avantages rend possible l'acc�el�eration d'une plus grande

intensit�e de faisceau r�epartie sur un grand nombre de paquets largement s�epar�es en temps;

du coup, la luminosit�e requise au point de collision peut être obtenue avec des tailles de

faisceau au moins dix fois plus grandes que celles envisag�ees dans les projets en cuivre. Les

valeurs des �emittances transverses et des tol�erances d'alignement sont ainsi grandement

relâch�ees.

L'objet de cette th�ese a �et�e l'analyse de la ligne de focalisation �nale (FFS) permettant

de transporter le faisceau TESLA de la sortie du linac d'acc�el�eration jusqu'�a son point de

collision avec les caract�eristiques transverses qu'imposent les valeurs de luminosit�e d�esir�ees.

Plus pr�ecis�ement, le but poursuivi durant toute cette �etude a �et�e le calcul des tol�erances

relatives aux d�efauts d'alignement et aux erreurs de champ des aimants de la FFS, calcul

bas�e essentiellement sur le contrôle des 
uctuations de luminosit�e au point de collision.

Comme nous allons le voir, la sp�eci�cation de ces tol�erances devient cruciale lorsqu'il

s'agit de d�e�nir les performances de la machine en terme de luminosit�e. En e�et, prenons

l'exemple simple du calcul de la tol�erance dy sur l'alignement vertical du dernier doublet

de la FFS. Ce dernier se comporte quasiment comme une lentille focalisante dans les deux

plans transverses, donc en particulier comme un syst�eme optique parallel{to{point dont

le point focal image est par construction le point d'interaction. Ainsi, lorsque les deux

derniers quadrupôles sont d�eplac�es en bloc d'une quantit�e dy, l'orbite verticale du faisceau

au point de collision se retrouve d�ecentr�ee de fa�con identique, �y� � dy, et la perte relative

en luminosit�e est approximativement �egale �a �y�
2
=(4��

2

y ) (pour de petits d�eplacements) o�u

��y d�esigne la taille verticale du faisceau �a l'IP (cf. chapitre 3). En imposant une limitation
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de n% sur la diminution relative de luminosit�e, on d�erive donc ais�ement la tol�erance sur

l'alignement transverse du dernier doublet. En �xant n = 2 comme c'est habituellement

l'usage et dans le cas de TESLA o�u ��y = 19 nm, il vient imm�ediatement dy � 5 nm.

Du point de vue de la stabilit�e associ�ee aux vibrations verticales du dernier doublet, le

probl�eme �a r�esoudre apparâ�t d'ores et d�ej�a extrêmement d�elicat et n'est �evidemment pas

sp�eci�que au projet TESLA; le même calcul donnerait des tol�erances comprises entre 1 et

20 nm pour les autres projets en cuivre. Une premi�ere �etude s'impose n�eanmoins avant

de s'attaquer �a l'�elaboration de sch�emas de correction ad�equats permettant entre autres

de contrôler la d�eviation d'orbite du faisceau au point d'interaction. Cette �etude consiste

d'une part en un inventaire syst�ematique de tous les d�efauts pouvant a�ecter les aimants

de la ligne consid�er�ee et d�egradant le faisceau au point de collision en terme de perte en

luminosit�e et, d'autre part, en la sp�eci�cation des tol�erances qui leur sont associ�ees. C'est

pr�ecis�ement dans ce cadre que se situe notre travail.

Intuitivement et au vu de l'exemple simple donn�e pr�ec�edemment, on pourrait penser que,

due �a un d�efaut quelconque �� dans la ligne, la 
uctuation de luminosit�e �L est toujours

n�egative c'est �a dire, en d'autres termes, que toutes les d�eriv�ees premi�eres de la luminosit�e

par rapport aux erreurs de la ligne, @L=@�i, sont nulles et que la matrice de ses d�eriv�ees

secondes est d�e�nie n�egative. Ces deux derni�eres a�rmations sont vraies lorsque l'on se

restreint �a des d�efauts engendrant une d�eviation de l'orbite du faisceau mais n'in
uant

pas sur ses tailles transverses au point de collision (via des 
uctuations dans la matrice

de transfert de la ligne consid�er�ee). En revanche, celles{ci tombent en d�efaut dans le cas

contraire. En e�et, imaginons par exemple une certaine combinaison d'erreurs de champ

dans les quatre quadrupôles du t�elescope �nal de la FFS dont le seul e�et est d'augmenter

(par chance!) la d�emagni�cation verticale de la ligne par un facteur 1 + �my=my. La taille

verticale du faisceau ��y se retrouve r�eduite par ce même facteur au point d'interaction et

la luminosit�e augmente car inversement proportionnelle �a ��y.

Les complications surgissent donc tr�es rapidement lorsqu'il s'agit de g�en�eraliser �a tous

les aimants de la ligne le calcul simple de tol�erance e�ectu�e pr�ec�edemment et lorsque

l'on envisage di��erents types d'erreurs pour chacun de ces aimants. Si l'on d�esigne ces

d�efauts par �i et si l'on note L(�i) la fonction d�ecrivant les 
uctuations de la luminosit�e

au point de collision, on se �xe ici pour but non pas le calcul analytique complet de cette

derni�ere fonction (qui serait trop ambitieux compte tenu du nombre de param�etres de

libert�e) mais tout au plus le calcul de toutes ses d�eriv�ees premi�eres et secondes,

�
@L=@�i

�
et

�
@2L=@�i@�j

�
. Deux �etapes successives et quasi ind�ependantes seront n�ecessaires pour
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atteindre cet objectif.

{ Etape I: consid�erons un syst�eme de focalisation �nale quelconque pr�esentant certains

d�efauts; notons �X la d�eviation d'orbite six{dimensionnelle du faisceau engendr�ee au

point d'interaction (o�set) et �R (matrice 6�6) la 
uctuation de la matrice de trans-

fert de la ligne consid�er�ee. La luminosit�e calcul�ee dans l'approximation lin�eaire au

point de collision (luminosit�e g�eom�etrique) est une certaine fonction de ces deux quan-

tit�es qui sera d�eriv�ee compl�etement au chapitre 3. Comme annonc�e pr�ec�edemment,

un d�eveloppement de Taylor �a l'ordre 2 de cette derni�ere fonction montre l'existence

d'un terme lin�eaire non nul faisant intervenir les �el�ements de matrice �R11 = �(1=mx)

et �R33 = �(1=my) (li�es respectivement aux dimensions horizontales et verticales x

et y). La premi�ere �etape sera alors le calcul des quantit�es suivantes:

�
@L=@�R11;33

�
,�

@2L=@�Xi@�Xj

�
,

�
@2L=@�Rij@�Rkl

�
et

�
@2L=@�Xi�Rkl

�
.

{ Etape II: la seconde �etape par laquelle nous avons d�esir�e commencer notre manuscrit

est quant �a elle beaucoup plus fastidieuse. Dans un premier temps, elle consiste �a

r�epertorier tous les d�efauts �i de la ligne susceptibles de contribuer aux 
uctuations

�X et �R. Dans un second temps, elle se �xe pour objectif le calcul de toutes les

d�eriv�ees du type

�
@�X=@�i

�
,

�
@�R=@�i

�
et

�
@2�R11;33=@�i@�j

�
.

En r�esum�e, si l'on veut estimer les 
uctuations de luminosit�e �a un ordre au moins �egal �a 2

dans les erreurs de la ligne, on est in�evitablement amen�e �a calculer non seulement la totalit�e

des d�eriv�ees premi�eres de l'o�set �X et de la matrice R par rapport aux di��erents d�efauts

envisag�es mais aussi toutes les d�eriv�ees secondes des �el�ements de matrice R11 et R33 en

fonction de ces mêmes d�efauts. Cette derni�ere tache extrêmement d�elicate est pr�ecis�ement

la raison profonde ayant inspir�e l'ensemble des d�eveloppements math�ematiques pr�esent�es

dans ce m�emoire.

Ainsi, bien qu'initialement motiv�e par le projet TESLA, ce travail a d'abord �et�e consacr�e

�a l'�elaboration d'une m�ethode d'analyse compl�etement g�en�erale des lignes de transport de

haute �energie puis �a l'�ecriture d'un code de calcul pouvant s'int�egrer non seulement aux

autres projets de collisionneurs lin�eaires (pour ce qui est de l'estimation des tol�erances de

leur syst�eme de focalisation �nale) mais aussi �a l'�etude des d�efauts d'une ligne de transfert

quelconque. Ce m�emoire s'organise en quatre chapitres.

Nous fa�connerons dans le premier chapitre les outils math�ematiques n�ecessaires aux

objectifs que se �xe l'�etape II. Nous commencerons dans un premier temps par rappeler

quelques notions de base de magn�etostatique (section 1) et de m�ecanique Hamiltonienne
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(section 2) a�n d'�etablir les formules relatives au potentiel vecteur du 2m{pôle et de d�eriver

l'Hamiltonien d'une particule charg�ee traversant un champ magn�etique quelconque. Nous

introduirons ensuite la notion de mapping (section 3) (c'est �a dire la loi de transformation

associ�ee au transport du faisceau le long d'une ligne optique donn�ee) et d�e�nirons les

quantit�es math�ematiques ad�equates qui permettent son calcul �a l'ordre 3 dans les non{

lin�earit�es de l'�equation du mouvement: o�set �X, matrice R, matrice T et matrice U qui

sont une extension au troisi�eme ordre du formalisme matriciel introduit par K. Brown

�a la �n des ann�ees soixante [3]. D'autres m�ethodes ont �et�e propos�ees plus r�ecemment

pour un calcul �a des ordres �elev�es des mappings r�egissant la dynamique d'un syst�eme

donn�e. Ainsi, �a la �n des ann�ees soixante{dix, Dragt amenait l'id�ee d'utiliser la th�eorie des

transformations de Lie pour la physique des acc�el�erateurs [4] et, dans les ann�ees quatre{

vingts, Forest et Berz innovaient une th�eorie bas�ee sur l'alg�ebre di��erentielle (DA) pour

l'appliquer aux machines circulaires [5]. Cependant, apr�es avoir opt�e dans un premier temps

pour le formalisme des alg�ebres de Lie, je me suis rapidement heurt�e �a des di�cult�es

majeures. En e�et, la th�eorie des alg�ebres de Lie est certes tr�es e�cace et surtout tr�es

�el�egante pour l'�etude d'un syst�eme dynamique non lin�eaire r�egi par un Hamiltonien H
commen�cant de mani�ere quadratique dans les variables canoniques utilis�ees. Le mapping

associ�e �a cette dynamique est alors simplement donn�e par la transformation de Lie M =

exp (t :H : ) [4] (dans le cas o�u l'Hamiltonien est ind�ependant du temps t). En revanche,

lorsque l'Hamiltonien contient un terme lin�eaire (comme cela arrive par exemple lorsqu'il

s'agit d'�etudier la dynamique du faisceau dans un quadrupôle d�ecentr�e ou le long d'un

dipôle avec un d�efaut de champ), l'obtention desmappings n'est pas impossiblemais devient

extrêmement d�elicate [6]. Dans un même ordre d'id�ee, la concat�enation (produit alg�ebrique)

de deuxmappings associ�es �a deux Hamiltoniens poss�edant chacun un terme lin�eaire dans les

coordonn�ees canoniques est elle aussi fastidieuse [7]. Aussi suis{je revenu �a un formalisme

matriciel qui, de surcrô�t, permet un calcul bien plus direct de certaines quantit�es physiques

relatives au faisceau lui{même: ces quantit�es seront typiquement soit les tailles transverses

du faisceau , soit la luminosit�e au point de collision.

Ayant assimil�e les d�eveloppements math�ematiques du premier chapitre et admettant au

pr�ealable les r�esultats concernant l'�etape I et annonc�es pr�ec�edemment, nous poursuivrons

au chapitre 2 les objectifs que se �xe l'�etape II. Utilisant un syst�eme de coordonn�ees

symplectiques, nous �etablirons une m�ethode de type perturbative (section 1) permettant

de r�esoudre les �equations du mouvement �a un ordre de non{lin�earit�e arbitrairement �elev�e

et nous donnerons les formules analytiques ainsi obtenues et relatives �a l'o�set �X (ordre 0)

et aux matrices R (ordre 1), T (ordre 2) et U (ordre 3) du dipôle, du quadrupôle et de
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l'hexapôle qui sont les composants optiques classiquement utilis�es dans les syst�emes de

focalisation �nale. De plus, nous a�nerons cette m�ethode a�n de quanti�er l'e�et des

erreurs de champ et d'alignement de l'�el�ement consid�er�e sur les trois premi�eres des quatre

quantit�es pr�ec�edemment cit�ees. Seules les sources d'erreurs pouvant a�ecter le mapping

d'un aimant donn�e jusqu'�a sa matrice T seront alors prises en compte, �a savoir: les six

erreurs (dites g�eom�etriques, section 3) param�etrisant ses d�efauts d'alignement par rapport

�a une position id�eale (c.{�a{d. trois param�etres d�ecrivant la translation en bloc de l'�el�ement

et trois angles d�e�nissant son orientation dans l'espace Euclidien �a trois dimensions) ainsi

que les erreurs de champ droit et tourn�e jusqu'�a l'harmonique hexapolaire dans les dipôles,

quadrupôles et hexapôles de la ligne (section 2).

Au chapitre 3, nous �etablirons les formules analytiques d�ecrivant les 
uctuations de

la matrice faisceau et de la luminosit�e g�eom�etrique au point de collision en fonction des

quantit�es �X et �R (�etape I). Nous justi�erons alors compl�etement les choix de calculs

envisag�es jusqu'�a pr�esent (c'est �a dire la troncature �a l'ordre 3 de la s�erie perturbative

d�e�nissant le mapping d'un �el�ement optique donn�e et la restriction que nous faisons sur le

type d'erreurs �a consid�erer).

En�n, dans le dernier chapitre (chapitre 4), nous appliquerons les r�esultats pr�ec�edem-

ment obtenus au cas particulier de la ligne de focalisation �nale de TESLA. Apr�es une

description d�etaill�ee de cette derni�ere, nous calculerons les tol�erances associ�ees aux d�efauts

d'alignement et aux erreurs de champ de ses di��erents �el�ements, ceci en imposant �a la

luminosit�e ou aux tailles transverses du faisceau au point d'interaction des 
uctuations

relatives inf�erieures �a 2%.
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Chapitre 1

Magn�etostatique et m�ecanique

Hamiltonienne

1.1 Magn�etostatique

1.1.1 Equations de la magn�etostatique

G�en�eralit�es

On consid�ere un champ magn�etique statique ~B dans le vide. Il v�eri�e les �equations de

Maxwell suivantes:

div ~B = 0 (1.1)

�!
rot ~B = ~0 : (1.2)

L'�equation 1.1 implique que ~B d�erive d'un potentiel vecteur ~A:

~B =
�!
rot ~A : (1.3)

En choisissant la jauge de Coulomb div ~A = 0 puis en utilisant le fait que
�!
rot(

�!
rot ~A) =

��!
grad(div ~A)�

!

4 ~A, on obtient les �equations v�eri��ees par ~A:

div ~A = 0 (1.4)

!

4 ~A = ~0 : (1.5)

~A est donc d�e�ni au gradient d'une fonction harmonique pr�es: si ~A est solution de 1.4 et

1.5 et si f est une fonction scalaire v�eri�ant 4f = 0 alors ~A+
��!
gradf est aussi solution.

L'�equation 1.2 implique que ~B d�erive d'un potentiel scalaire �:

~B =
��!
grad� : (1.6)
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En utilisant la relation 1.1, on obtient l'�equation v�eri��ee par � (�equation de Laplace):

4� = 0 : (1.7)

On se propose dans la suite de cette section d'obtenir, �a partir des �equations 1.4 et 1.5,

des expressions exactes ou \approch�ees" pour le potentiel vecteur ~A. C'est au potentiel

vecteur et non au champ magn�etique que l'on s'int�eresse car tous les calculs d'optique du

chapitre 2 se baseront sur un formalisme Hamiltonien qui sera d�evelopp�e �a la section 1.2.

On distinguera deux cas:

{ le cas \rectangulaire" o�u l'on recherche la forme du potentiel vecteur en coordonn�ees

cylindriques. Apr�es avoir d�ecompos�e le champ ~A en modes multipolaires, nous d�e-

riverons �nalement l'expression la plus g�en�erale que prend chacun de ces modes en

coordonn�ees cart�esiennes, laquelle sera repr�esent�ee par une double s�erie in�nie dans

les coordonn�ees transverses (x; y) (sous{section 1.1.2).

{ le cas \curviligne" o�u l'on consid�ere un syst�eme de coordonn�ees curvilignes (x; y; s)

d�e�ni par une courbe de r�ef�erence C qui est plane et de courbure h(s) non nulle

(Fig. 1.2). Comme nous le verrons �a la sous{section 1.1.3, ce cas n'est pas exactement

soluble et l'on se contentera d'obtenir le d�eveloppement limit�e du potentiel vecteur

~A jusqu'�a l'ordre 4 dans les coordonn�ees transverses (x; y).

Ce dernier cas est digne d'int�erêt dans la mesure o�u la majeure partie des lignes op-

tiques qu'il s'agit d'�etudier sont courbes et poss�edent un plan de sym�etrie magn�etique

qui, par convention, sera d�esign�e sous le nom de plan horizontal. Les syst�emes de focali-

sation �nale n'en sont qu'un exemple parmi d'autres, constitu�es d'�el�ements magn�etiques

rectilignes (quadrupôles, hexapôles, : : :) mais aussi de dipôles qui sont des composants op-

tiques de courbure dans le sens o�u ils in
�echissent la trajectoire des particules charg�ees

qui les traversent. Il est donc indispensable d'avoir une expression pour ~A dans ce syst�eme

de coordonn�ees curvilignes. Le cas \rectangulaire", quant �a lui, apparâ�t donc purement

acad�emique puisqu'il peut ais�ement se d�eduire du cas \curviligne" en faisant h(s) = 0.

Cependant, celui{ci n'est pas sans int�erêt, d'une part parce qu'il est exactement soluble et

d'autre part parce que la notion de 2m{pôle y apparâ�t de fa�con naturelle.

Description succincte de la m�ethode en coordonn�ees rectangulaires

La d�ecomposition d'un champ magn�etique ~B en modes multipolaires ~Bm est d�ej�a large-

ment r�epandue dans la litt�erature (se reporter par exemple �a la r�ef�erence [8, p. M1{M21]).
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Fig. 1.1 { Coordonn�ees rectangulaires

L'expression ~Am des potentiels vecteurs associ�es l'est beaucoup moins �a ma connaissance

sauf bien sûr dans le cas des multipôles parfaits o�u le champ magn�etique est invariant par

translation selon l'axe ŝ (absence de champ de fuite) et pour lequel le champ
~A devient

purement longitudinal. Pour cette raison, nous exposerons ci{apr�es la m�ethode de r�eso-

lution des �equations 1.4 et 1.5 v�eri��ees par le potentiel ~A dans le cas g�en�eral (avec ou

sans champ de fuite), d'abord succinctement dans ce paragraphe puis compl�etement �a la

sous{section 1.1.2.

Pour des raisons de commodit�e de calcul, nous nous pla�cons en coordonn�ees cylindriques

(cf. Fig. 1.1) et nous posons

~A(r; �; s) = Ar(r; �; s)~ur +A�(r; �; s)~u� +As(r; �; s)~s :

La nullit�e de la divergence de ~A, �equation 1.4, s'�ecrit en coordonn�ees cylindriques

Ar

r
+ @rAr +

1

r
@�A� + @sAs = 0 : (1.8)

La nullit�e du Laplacien vectoriel de ~A, �equation 1.5, donne en coordonn�ees cylindriques8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

4Ar�
2

r2
@�A��

Ar

r2
= @2rAr+

1

r
@rAr+

1

r2
@2�Ar+@

2
sAr�

2

r2
@�A��

Ar

r2
= 0

4A�+
2

r2
@�Ar�

A�

r2
= @2rA�+

1

r
@rA�+

1

r2
@2�A�+@

2
sA�+

2

r2
@�Ar�

A�

r2
= 0

4As = @2rAs+
1

r
@rAs+

1

r2
@2�As+@

2
sAs = 0 :

(1.9)

Les �equations di��erentielles aux d�eriv�ees partielles f1.8,1.9g �etant lin�eaires, nous com-

mencerons par e�ectuer un d�eveloppement du champ ~A en modes multipolaires puis nous

consid�ererons la transform�ee de Fourier de chacun de ces modes par rapport �a s:

~A =

1X
m=�1

~Am(r; s) exp(im �) avec ~Am(r; s) =

Z 1

�1
dk ~Am(r; k) e

�iks :
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Fig. 1.2 { Coordonn�ees curvilignes

Utilisant les relations 1.8 et 1.9, nous tomberons alors facilement sur le syst�eme d'�equa-

tions di��erentielles (par rapport �a r) que v�eri�ent les composantes de chacun des vecteurs

~Am(r; k). Nous d�eriverons ainsi les expressions analytiques relatives �a ces derni�eres quan-

tit�es puis, apr�es quelques manipulations alg�ebriques, nous obtiendrons �nalement la forme

g�en�erale de chacune des composantes multipolaires ~Am(r; s).

Ceci fera l'objet de la sous{section 1.1.2.

Description succincte de la m�ethode en coordonn�ees curvilignes

On consid�ere une courbe plane ~r0(s) d'abscisse curviligne s et de courbure h(s). On

note (~x; ~y;~s) le tri�edre de Serret{Frenet �a l'abscisse s (cf. Fig. 1.2). On a les relations

cin�ematiques standards
1

d

ds

0
BB@
~x

~y

~s

1
CCA =

0
BB@

0 0 h(s)

0 0 0

�h(s) 0 0

1
CCA
0
BB@
~x

~y

~s

1
CCA :

Un vecteur quelconque ~r de l'espace Euclidien est param�etris�e de la fa�con suivante:

~r = ~r0(s) + x(s)~x+ y(s)~y avec

d~r0

ds
= ~s :

1. Par convention, on prend la courbure h positive (respectivement n�egative) lorsque la courbe C s'in-

curve vers la droite (respectivement vers la gauche) dans le plan orient�e par le vecteur �xe ~y.
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L'�el�ement de longueur dans ce syst�eme de coordonn�ees est donc

!

dr = dx~x + dy ~y +

�
1 + h(s)x

�
ds~s

def
= h1 du1 ~u1 + h2 du2 ~u2 + h3 du3 ~u3 :

On consid�ere maintenant un syst�eme quelconque de coordonn�ees curvilignes orthonormales

(u1; u2; u3) dans lequel l'�el�ement de longueur s'�ecrit
!

dr= h1du1~u1+h2 du2 ~u2+h3 du3 ~u3 o�u

les hi sont des fonctions des coordonn�ees. Si � est une fonction scalaire des coordonn�ees

curvilignes (u1; u2; u3) et si ~A est un champ de vecteur d�ependant de ces coordonn�ees, les

expressions pour
��!
grad�, 4�, div ~A et

�!
rot ~A sont les suivantes:8>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>:

��!
grad� =

3X
i=1

1

hi

@�

@ui
~ui

4� =

1

h1h2h3

X @

@u1

 
h2h3

h1

@�

@u1

!

div ~A =

1

h1h2h3

X @

@u1
(h2h3A1)

(
�!
rot ~A)1 =

1

h2h3

"
@

@u2
(h3A3) �

@

@u3
(h2A2)

#

o�u le signe

P
sans indice signi�e sommation sur les permutations par cycle des su�xes

(1,2,3); par ces mêmes permutations on obtient (
�!
rot ~A)2 et (

�!
rot ~A)3.

On adaptera alors ais�ement ces derni�eres expressions au syst�eme de coordonn�ees consi-

d�er�e ici. Cependant, l'expression du Laplacien vectoriel (via\
�!
rot

�!
rot���!grad div") devenant

compliqu�ee, le calcul du potentiel vecteur ~A ne se fera pas en r�esolvant directement les

�equations 1.4 et 1.5 comme dans le cas rectangulaire. On commencera par chercher le po-

tentiel magn�etique � sous la forme d'une s�erie dans les coordonn�ees transverses (x; y) puis

on d�erivera les coe�cients de cette s�erie jusqu'au degr�e 4 en (x; y). Pour ce faire, on utili-

sera l'�equation de Laplace v�eri��ee par � qui, dans le syst�eme de coordonn�ees curvilignes

consid�er�e ici, s'�ecrit

4� = 0 =

1

1 + h(s)x
@x
h�
1 + h(s)x

�
@x�

i
+ @2y� +

1

1 + h(s)x
@s

"
1

1 + h(s)x
@s�

#
= 0 :

(1.10)

Dans un second temps, on calculera le champ magn�etique ~B �a partir de l'�equation 1.6:

~B =
��!
grad� = (@x�) ~x+ (@y�) ~y +

1

1 + h(s)x
(@s�) ~s : (1.11)

Le calcul du potentiel � ayant �et�e pouss�e jusqu'�a l'ordre 4 dans les coordonn�ees transverses,

le champ ~B ne sera connu quant �a lui qu'�a l'ordre 3 en (x; y). Finalement, �a partir des
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�equations 1.4 et 1.5, on exhibera une solution pour le potentiel vecteur ~A caract�erisant son

comportement jusqu'�a l'ordre 4 dans les coordonn�ees transverses:

8>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>:

�!
rot ~A = ~B =

0
BBBBBBBB@

@yAs �
1

1 + hx
@sAy

1

1 + hx
@sAx�

1

1 + hx
@x[(1 + hx)As]

@xAy � @yAx

1
CCCCCCCCA

div ~A = 0 =

1

1 + hx
@x[(1 + hx)Ax]+@yAy +

1

1 + hx
@sAs :

(1.12)

Tout ceci fera l'objet de la sous{section 1.1.3. En�n, insistons sur le fait que ce choix de

troncature n'est pas arbitraire: il s'expliquera plus loin �a la section 1.3.

1.1.2 Magn�etostatique en coordonn�ees rectangulaires

D�eveloppement en modes multipolaires

Le potentiel vecteur ~A se d�ecompose de fa�con unique en deux champs de vecteurs:

{ l'un sym�etrique par rapport au plan horizontal (xOs) (qui, par construction, corres-

pond au plan de sym�etrie de l'acc�el�erateur) et que l'on note ~A+
; on parlera dans ce

cas de composante droite.

{ l'autre antisym�etrique par rapport au plan horizontal et que l'on note ~A�; on parlera

dans ce cas de composante tourn�ee.

On a ~A = ~A+
+ ~A� et on d�ecompose ~A+

et ~A� de la fa�con suivante:

A+
r (r; �; s) =

1X
m=0

A+
r;m =

1X
m=0

�Z 1

�1
dk a+r;m(r; k) e

�iks

�
cosm�

A�r (r; �; s) =
1X
m=1

A�r;m =

1X
m=1

�Z 1

�1
dk a�r;m(r; k) e

�iks

�
sinm�

A+
� (r; �; s) =

1X
m=1

A+
�;m =

1X
m=1

�Z 1

�1
dk a+�;m(r; k) e

�iks

�
sinm�

A�� (r; �; s) =
1X
m=0

A��;m =

1X
m=0

�Z 1

�1
dk a��;m(r; k) e

�iks

�
cosm�

A+
s (r; �; s) =

1X
m=0

A+
s;m =

1X
m=0

�Z 1

�1
dk a+s;m(r; k) e

�iks

�
cosm�
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A�s (r; �; s) =
1X
m=1

A�s;m =

1X
m=1

�Z 1

�1
dk a�s;m(r; k) e

�iks

�
sinm� :

Pour un entier naturel m � 1, on parlera de composante 2m{polaire. Le cas m = 0, quant

�a lui, est quelque peu particulier dans le sens o�u seules les composantes a+r;0, a
+
s;0 et a��;0

sont v�eritablement d�e�nies; il sera trait�e �a la �n de cette sous{section.

L'�equation 1.8 donne pour tout m � 1

a�r;m

r
+ @ra

�
r;m �

m

r
a��;m � i ka�s;m = 0 : (1.13)

L'�equation 1.9 donne pour tout m � 18><
>:
@2ra

�
r;m+

1
r
@ra

�
r;m�m2

r2
a�r;m�k2a�r;m�2m

r2
a��;m� 1

r2
a�r;m = 0

@2ra
�
�;m+

1
r
@ra

�
�;m�m2

r2
a��;m�k2a��;m� 2m

r2
a�r;m� 1

r2
a��;m = 0

(1.14)

pour ce qui est des composantes transverses du champ ~A. En�n, concernant sa composante

longitudinale, on a pour tout m � 1

@2ra
�
s;m +

1

r
@ra

�
s;m �

m2

r2
a�s;m � k2a�s;m = 0 : (1.15)

On pose alors 8><
>:
sm�(r; k) =

�
a�r;m(r; k) + a��;m(r; k)

�
=2

�m�(r; k) =

�
a�r;m(r; k)� a��;m(r; k)

�
=2

; m � 1 :

Le syst�eme d'�equations 1.14 se d�ecouple par ce changement de fonctions et on obtient8><
>:
r2@2rs

m�
+ r@rs

m� �
�
k2r2 + (m� 1)

2
�
sm� = 0

r2@2r �
m�

+ r@r�
m� �

�
k2r2 + (m� 1)

2
�
�m� = 0

; m � 1 :

On rappelle que l'�equation di��erentielle r2 y00+ r y0� (r2+m2
) y = 0 (o�u m est un nombre

complexe quelconque) poss�ede deux solutions lin�eairement ind�ependantes, Im et Km (voir

par exemple [9, p. 374{378]), qui sont les deux fonctions de Bessel modi��ees d'ordre m.

Pour m entier naturel positif, seule la fonction Im est r�eguli�ere en 0. On a donc d'apr�es ce

qui pr�ec�ede 8><
>:
sm�(r; k) = s�m(k)Im�1(kr)

�m�(r; k) = ��m(k)Im�1(kr)
; soit

8><
>:
a�r;m(r; k) = s�m(k)Im�1(kr)+�

�
m(k)Im�1(kr)

a��;m(r; k) = s�m(k)Im�1(kr)���m(k)Im�1(kr)
; m � 1 : (1.16)
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Pour ce qui est de la composante longitudinale a�s;m, l'�equation 1.15 donne directement

a�s;m(r; k) = a�m(k)Im(kr) : (1.17)

En�n, en utilisant la nullit�e de la divergence de ~A, on obtient une relation liant les trois

fonctions s�m(k); �
�
m(k) et a

�
m(k):

s�m(k) + ��m(k) = i a�m(k) pour tout m � 1 (1.18)

o�u, pour d�eriver cette �egalit�e, on a utilis�e l'ind�ependance lin�eaire des fonctions Im, Im+1 et

Im�1, ainsi que la relation de r�ecurrence [9, p. 376]

I 0m�1(kr) = Im(kr)�
m� 1

kr
Im�1(kr) : (1.19)

En reprenant les expressions 1.16 et 1.17, en utilisant l'�egalit�e 1.18 ainsi que la relation de

r�ecurrence �evoqu�ee ci{dessus, on obtient �nalement

0
BBBB@
a�r;m(r; k)

a��;m(r; k)

a�s;m(r; k)

1
CCCCA = b�m(k)

0
BBBB@
�Im+1(kr)

Im+1(kr)

�i Im(kr)

1
CCCCA+ c�m(k)

0
BBBB@

i kI 0m(kr)

�im=rIm(kr)

kIm(kr)

1
CCCCA (1.20)

o�u b�m(k) = s�m(k)� ��m(k) et c�m(k) = �2i=k

8><
>:
�+m(k)

s�m(k)
; m � 1 :

D'apr�es l'�equation pr�ec�edente, chaque composante 2m{polaire droite ou tourn�ee poss�ede

donc deux degr�es de libert�e repr�esent�es par les deux fonctions b�m(k) et c�m(k). Cepen-

dant, comme nous le verrons au paragraphe suivant, le potentiel vecteur correspondant au

param�etre de libert�e c�m(k) est de rotationnel nul et ne poss�ede donc aucun sens physique.

Champ magn�etique et force multipolaire

On �ecrit un d�eveloppement pour ~B similaire �a celui �ecrit pour ~A. Puisque ~B est un

pseudo{vecteur, la composante sym�etrique ~B+
du champ magn�etique d�erivant du potentiel

~A+
est antisym�etrique par rapport au plan horizontal et inversement pour ~B�

:

B+
r (r; �; s) =

1X
m=1

B+
r;m =

1X
m=1

�Z 1

�1
dk b+r;m(r; k) e

�iks

�
sinm�

B�
r (r; �; s) =

1X
m=0

B�
r;m =

1X
m=0

�Z 1

�1
dk b�r;m(r; k) e

�iks

�
cosm�
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B+
� (r; �; s) =

1X
m=0

B+
�;m =

1X
m=0

�Z 1

�1
dk b+�;m(r; k) e

�iks

�
cosm�

B�
� (r; �; s) =

1X
m=1

B�
�;m =

1X
m=1

�Z 1

�1
dk b��;m(r; k) e

�iks

�
sinm�

B+
s (r; �; s) =

1X
m=1

B+
s;m =

1X
m=1

�Z 1

�1
dk b+s;m(r; k) e

�iks

�
sinm�

B�
s (r; �; s) =

1X
m=0

B�
s;m =

1X
m=0

�Z 1

�1
dk b�s;m(r; k) e

�iks

�
cosm� :

On utilise l'�equation 1.3 que l'on �ecrit en coordonn�ees cylindriques:

~B =
�!
rot ~A =

0
BB@

1=r@�As � @sA�

@sAr � @rAs

1=r @r(rA�)�1=r @�Ar

1
CCA :

Il vient pour tout m et tout k

8>>><
>>>:
b�r;m = �m

r
a�s;m + i ka��;m

b��;m = �i ka�r;m � @ra
�
s;m

b�s;m =
1
r
a��;m + @ra

�
�;m � m

r
a�r;m :

En utilisant les relations 1.20 ainsi que la formule de r�ecurrence reliant les Im (�equation

1.19), on obtient �nalement

0
BB@
b�r;m(r; k)

b��;m(r; k)

b�s;m(r; k)

1
CCA = (s�m(k)� ��m(k))

0
BB@

i kI 0m(kr)

�im=rIm(kr)
kIm(kr)

1
CCA : (1.21)

On voit donc que le champ magn�etique ne d�epend plus des fonctions c�m(k) introduites

au paragraphe pr�ec�edent. La raison en est simple: en e�et, dans l'�equation 1.20, la partie

proportionnelle �a la fonction c�m(k) correspond �a un champ de vecteur ~A�m de rotationnel et

de divergence nuls, donc �a un champ de vecteur �egal au gradient d'une fonction harmonique;

ce degr�e de libert�e suppl�ementaire t�emoigne ainsi de l'invariance de jauge �evoqu�ee au d�ebut

de la sous{section 1.1.1. D�es lors, on posera donc c�m(k) = 0 et ceci sans ôter aucune

g�en�eralit�e �a la physique du probl�eme.

On d�e�nit la force du 2m{pôle comme suit (cette d�e�nition peu classique sera justi��ee un

peu plus loin):

B�m�1(s) =
i

2
m

Z 1

�1
dk b�m(k) k

m e�iks ; m � 1: (1.22)
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En utilisant la d�e�nition 1.22, l'�equation 1.21 ainsi que le d�eveloppement en s�erie des

fonctions Im ([9, p. 375] ),

Im(z) = (

z

2

)
m

1X
q=0

(z2=4)q

q!(m+ q)!
;

on obtient les composantes 2m{polaires droites et tourn�ees du champ magn�etique (m � 1):8>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>:

B�
r;m(r; �; s)=

1X
q=0

(�1)q m+ 2q

4
qq!(m+ q)!

rm+2q�1
(B�m�1)(2q)(s)

8<
: sinm�

cosm�

B�
�;m(r; �; s)=�

1X
q=0

(�1)q m

4
qq!(m+ q)!

rm+2q�1
(B�m�1)(2q)(s)

8<
: cosm�

sinm�

B�
s;m(r; �; s)=

1X
q=0

(�1)q 1

4
qq!(m+ q)!

rm+2q
(B�m�1)(2q+1)(s)

8<
: sinm�

cosm�

(1.23)

o�u (B�m)(q) d�esigne la d�eriv�ee q i�eme
de la fonction B�m. On voit donc que les fonctions B�m(s)

(m � 0) d�e�nissent la solution la plus g�en�erale d�ecrivant les composantes (2m+1){polaires

droites et tourn�ees d'un champ magn�etique statique (leur valeur respective �etant �x�ee par

les conditions aux limites).

En�n, pour plus de g�en�eralit�e dans l'expos�e, on peut donner facilement les potentiels

scalaires �
�
m dont d�erivent les champs ~B�

m �ecrits ci-dessus; on a pour chaque composante

2m{polaire droite ou tourn�ee

�
�
m(r; �; s) =

1X
q=0

(�1)q r
m+2q

(B�m�1)(2q)(s)
4
qq!(m+ q)!

8<
: sinm�

cosm�
; m � 1 : (1.24)

En e�et, on v�eri�e ais�ement qu'en prenant le gradient de l'�egalit�e 1.24 (�ecrit en coordonn�ees

cylindriques) on retombe bien sur l'�equation 1.23 (la nullit�e du Laplacien du potentiel

scalaire �
�
m vient imm�ediatement de la nullit�e de la divergence du champ ~B�

m). En utilisant

le fait que pour tout entier m on a

rm

8<
: cosm�

sinm�
=

8<
: <(x+ i y)m

=(x+ i y)m

et en supposant que les fonctions B�m ne d�ependent pas de s (absence de champ de fuite),

on retrouve les d�e�nitions usuelles relatives �a la force et au potentiel magn�etique scalaire

d'un 2m{pôle droit ou tourn�e:

�
�
m(x; y) =

B�m�1
m!

8<
: =(x+ i y)m

<(x+ i y)m
d'o�u la d�e�nition 1.22.
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Forme analytique �nale pour le potentiel vecteur en coordonn�ees cylindriques

ou cart�esiennes

De la même fa�con que pour le champ ~B, en utilisant l'�equation 1.20, la d�e�nition 1.22

ainsi que la d�ecomposition en s�erie des fonctions Im, on a pour tout m � 1

8>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:

A�r;m(r; �; s)=�1=2
1X
q=0

(�1)q rm+2q+1

4
qq!(m+ 1 + q)!

(B�m�1)(2q+1)(s)
8<
: cosm�

sinm�

A��;m(r; �; s)=1=2
1X
q=0

(�1)q rm+2q�1

4
qq!(m+ 1 + q)!

(B�m�1)(2q+1)(s)
8<
: sinm�

cosm�

A�s;m(r; �; s)=�
1X
q=0

(�1)q rm+2q

4
qq!(m+ q)!

(B�m�1)(2q)(s)
8<
: cosm�

sinm�

(1.25)

et �nalement, en �ecrivant

A�x;m = A�r;m cos � �A��;m sin � et A�y;m = A�r;m sin � +A��;m cos � ;

on obtient l'expression des composantes 2m{polaires du champ ~A en coordonn�ees cart�e-

siennes:

8>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:

A�x;m(x; y; s)=�
1

2

1X
q=0

(�1)q (x2 + y2)q

4
qq!(m+ 1 + q)!

(B�m�1)(2q+1)(s)
8<
:<(x+ i y)m+1

=(x+ i y)m+1

A�y;m(x; y; s)=
1

2

1X
q=0

(�1)q (x2 + y2)q

4
qq!(m+ 1 + q)!

(B�m�1)(2q+1)(s)
8<
:=(x+ i y)m+1

<(x+ i y)m+1

A�s;m(x; y; s)=�
1X
q=0

(�1)q (x2 + y2)q

4
qq!(m+ q)!

(B�m�1)(2q)(s)
8<
:<(x+ i y)m

=(x+ i y)m :

(1.26)

En particulier, en l'absence de champ de fuite, on a A�x;m = A�y;m = 0; on retrouve ainsi la

d�e�nition usuelle du potentiel vecteur d'un 2m{pôle droit ou tourn�e:

~A�m(x; y) = A�s;m(x; y)~s = �
B�m�1
m!

~s

8<
: <(x+ i y)m

=(x+ i y)m :

Cas m = 0, le sol�eno��de

Dans le cas particulier m = 0, on rappelle que seules les composantes

�
a+r;0; a

+
s;0

�
et a��;0

du potentiel vecteur sont v�eritablement d�e�nies et associ�ees respectivement aux compo-

santes b+�;0 et
�
b�r;0; b

�
s;0

�
du champ magn�etique. En suivant exactement la même d�emarche

que pr�ec�edemment, on aboutit pour le mode monopolaire \+" et \{" �a
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8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

0
@ a+r;0(r; k)=i a

+
0 (k) I1(kr)

a+s;0(r; k)= a+0 (k) I0(kr)

1
A ) b�;0 = 0 ) ~B+

(m=0) =
~0

a��;0(r; k) = a�0 (k) I1(kr) )
0
@ b�r;0(r; k)=i ka

�
0 (k) I1(kr)

b�s;0(r; k)= ka�0 (k) I0(kr)

1
A :

La premi�ere de ces deux �equations vient du fait qu'un champ de vecteur ~B invariant par

rotation autour d'un axe ŝ, azimutal et de rotationnel nul, est partout nul dans un espace

\sans trou" (il su�t de calculer la circulation de ~B le long d'un cercle d'axe ŝ et d'utiliser

le th�eor�eme de Stokes).

Concernant la composante monopolaire tourn�ee du potentiel vecteur, on introduit comme

pr�ec�edemment la fonction suivante:

B��1(s) =
Z 1

�1
dk a�0 (k) k e

�iks :

En utilisant la d�ecomposition en s�erie de la fonction I1 ainsi que la d�e�nition du potentiel

vecteur azimutal A� en fonction de la composante a��;0, on obtient rapidement

A�
def
=

Z 1

�1
dk a��;0(r; k) e

�iks
=

1

2

1X
q=0

(�1)qr2q+1
4
qq!(q+ 1)!

(B��1)(2q)(s) ;

soit

8>><
>>:
Ax=�y U(x; y; s)
Ay= xU(x; y; s)

As= 0

avec U(x; y; s) =
1

2

1X
q=0

(�1)q(x2 + y2)q

4
qq!(q+ 1)!

(B��1)(2q)(s) :

Avant d'aller plus loin, on insistera en particulier sur le fait que la fonction B��1(s) n'est ni
plus ni moins que le champ magn�etique longitudinal sur l'axe. En e�et, on a

Bs = @xAy�@xAx = 2U+(x@x + y@y)U ; soit Bs (x = 0; y = 0; s) = 2U(0; 0; s) = B��1(s) :

Cette situation est bien repr�esent�ee par le cas particulier du sol�eno��de. En e�et, un sol�eno��de

de longueur L et de rayon r0, contenant N spires parcourues par un courant d'intensit�e I,

engendre dans la r�egion 0 � r � r0 un potentiel vecteur azimutal A� d�e�ni par [8, p. S18]

A�(r; s) =
2�0NIr0

�L

Z 1

0
dk

sin(kL=2)K1(kr0)

k
I1(kr) cos ks

o�u K1 est la fonction de Bessel modi��ee d'ordre 1 irr�eguli�ere �a l'origine. Ainsi, avec les

notations pr�ec�edentes, ceci correspond �a

a�0 (k) =
�0NIr0

�L

sin(kL=2)K1(kr0)

k
:
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La fonction B��1(s) que l'on note d�esormais Bsol est alors donn�ee par

Bsol def
=

Z 1

�1
dk a�0 (k) k e

�iks
=

�0NIr0

�L

Z 1

�1
dk sin(kL=2)K1(kr0) e

�iks

=

�0NIr0

�L

Z 1

0
dk
h
sin(k(L=2 + s)) + sin(k(L=2 � s))

i
K1(kr0) :

En utilisant la formule d'int�egration ([11, p. 731]),

Z 1

0
dxK1(ax) sin(bx)=

b�

2a

�
a2 + b2

�� 1
2
,

on obtient �nalement

Bsol(s) = Bs(x = 0; y = 0; s) =
�0NI

2L

2
4 L=2 � sq

(L=2 � s)2 + r20

+

L=2 + sq
(L=2 + s)2 + r20

3
5

et l'on retrouve ainsi l'expression analytique du champ magn�etique longitudinal sur l'axe

du sol�eno��de.

Pour �nir, on remarque en particulier que, contrairement aux (2m){pôles, le potentiel

vecteur reste purement transverse en l'absence de champ de fuite: Ax = �B0y=2 6= 0 et

Ay = B0x=2 6= 0 o�u B0 = �0nI est le champ magn�etique cr�e�e par un sol�eno��de in�niment

long, parcouru par un courant d'intensit�e I et contenant n spires par unit�e de longueur.

Tableau r�ecapitulatif: potentiel vecteur et champ magn�etique du sol�eno��de et

du 2(m+ 1){pôle ( 0 � m � 3)

On donne �a la page suivante (Tab. 1.1) les formules analytiques relatives au potentiel

vecteur et au champ magn�etique du sol�eno��de et du 2(m + 1){pôle ( 0 � m � 3). On a

tronqu�e les s�eries qui d�e�nissent ces quantit�es �a l'ordre 3 en (x; y) pour le champ ~B et �a

l'ordre 4 pour le champ ~A; ce que l'on a �ecrit symboliquement \+o(4)" pour ~B et \+o(5)"

pour ~A.

1.1.3 Magn�etostatique en coordonn�ees curvilignes

Potentiel scalaire tronqu�e �a l'ordre 4 dans les coordonn�ees transverses

On commence ici par calculer le potentiel scalaire magn�etique � v�eri�ant l'�equation de

Laplace 1.7. Puisque � est un pseudo{scalaire, la composante sym�etrique �
+
du potentiel

scalaire (associ�ee �a la composante sym�etrique ~B+
du champmagn�etique) est antisym�etrique

par rapport au plan horizontal y = 0 et inversement pour �
�
. On pose donc
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Ax = �Bsol=2 y + B00sol=16 y(x
2 + y2) + o(5) Bx = �B0sol=2x+ B

000

sol=16x(x
2+ y2) + o(4)

sol�eno��de Ay = Bsol=2x� B00sol=16x(x
2+ y2) + o(5) By = �B0sol=2 y + B000sol=16 y(x

2 + y2) + o(4)

As = 0 Bs = Bsol � B00sol=4 (x
2 + y2) + o(4)

2(m+ 1) droit ou

pôle tourn�e

m = 0 Ax = B+
0
0=4 (x2 � y2)� B+

0
000=48 (x4 � y4) + o(5) Bx = �B+

0
00=4xy + o(4)

dipôle Ay = B+
0
0=2xy � B+

0
000=24xy(x2 + y2) + o(5) By = B+

0 � B
+
0
00=8 (x2 + 3y2) + o(4)

droit As = �B+
0 x+ B+

0
00=8x(x2 + y2) + o(5) Bs = B+

0
0 y � B+

0
000=8 y(x2 + y2) + o(4)

m = 0 Ax = �B�0
0=2xy + B�0

000=24xy(x2 + y2) + o(5) Bx = B�0 � B
�

0
00=8 (3x2 + y2) + o(4)

dipôle Ay = B�0
0=4 (x2 � y2) � B�0

000=48 (x4� y4) + o(5) By = �B�0
00=4xy + o(4)

tourn�e As = B�0 y � B�0
00=8 y(x2 + y2) + o(5) Bs = B�0

0 x� B�0
000=8x(x2+ y2) + o(4)

m = 1 Ax = B+
1
0=12 (x3 � 3xy2) + o(5) Bx = B+

1 y � B+
1
00=12 (3x2y + y3) + o(4)

quadrupôle Ay = B+
1
0=12 (3x2y � y3) + o(5) By = B+

1 x� B+
1
00=12 (x3 + 3xy2) + o(4)

droit As = B+
1 =2 (y

2 � x2) + B+
1
00=24 (x4 � y4) + o(5) Bs = B+

1
0 xy + o(4)

m = 1 Ax = �B�1
0=12 (3x2y � y3) + o(5) Bx = B�1 x� B�1

00=6x3 + o(4)

quadrupôle Ay = B�1
0=12 (x3 � 3xy2) + o(5) By = �B�1 y + B�1

00=6 y3 + o(4)

tourn�e As = B�1 xy � B�1
00=12xy(x2 + y2) + o(5) Bs = B�1

0=2 (x2 � y2) + o(4)

m = 2 Ax = B+
2
0=48 (x4 � 6x2y2 + y4) + o(5) Bx = B+

2 xy + o(4)

hexapôle Ay = B+
2
0=12 (x3y � xy3) + o(5) By = B+

2 =2 (x
2 � y2) + o(4)

droit As = �B+
2 =6 (x

3 � 3xy2) + o(5) Bs = B+
2
0=6 (3x2y � y3) + o(4)

m = 2 Ax = �B�2
0=12 (x3y � xy3) + o(5) Bx = B�2 =2 (x

2 � y2) + o(4)

hexapôle Ay = B�2
0=48 (x4 � 6x2y2 + y4) + o(5) By = �B�2 xy + o(4)

tourn�e As = B�2 =6 (3x
2y � y3) + o(5) Bs = B�2

0=6 (x3 � 3xy2) + o(4)

m = 3 Ax = o(5) Bx = B+
3 =6 (3x

2y � y3) + o(4)

octupôle Ay = o(5) By = B+
3 =6 (x

3 � 3xy2) + o(4)

droit As = �B+
3 =24 (x

4 � 6x2y2 + y4) + o(5) Bs = o(4)

m = 3 Ax = o(5) Bx = B�3 =6 (x
3 � 3xy2) + o(4)

octupôle Ay = o(5) By = �B�3 =6 (3x
2y � y3) + o(4)

tourn�e As = B�3 =6 (x
3y � xy3) + o(5) Bs = o(4)

Tab. 1.1 { Potentiel vecteur et champ magn�etique du sol�eno��de et du 2(m + 1){pôle en

coordonn�ees cart�esiennes
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� = �
+
+ �

�
avec

8>>>>><
>>>>>:

�
+
(x; y; s) =

1X
k=0

�2k+1(x; s) y
2k+1=(2k + 1)!

�
�
(x; y; s) =

1X
k=0

�2k(x; s) y
2k=(2k)! :

(1.27)

L'�equation de Laplace (�ecrite dans les coordonn�ees curvilignes consid�er�ees ici, �equation

1.10) impose une relation de r�ecurrence reliant les fonctions �k(x; s). On a pour tout k

entier

�k+2(x; s) = �
1

1 + h(s)x

"
@x
�
(1 + h(s)x) @x

�
+ @s

 
1

1 + h(s)x
@s

!#
�k(x; s) : (1.28)

Ainsi, toutes les fonctions �2k (k � 1) et �2k+1 (k � 1) se d�eduisent respectivement de

�0 et de �1. On d�eveloppe donc les deux fonctions �0(x; s) et �1(x; s) en s�erie enti�ere par

rapport �a x: 8>>>>><
>>>>>:

�0(x; s) =

1X
m=0

A�m(s)xm+1=(m+ 1)! + '0(s)

�1(x; s) =

1X
m=0

A+
m(s)x

m=m! :

(1.29)

Avant d'aller plus loin, nous devons insister sur les deux points suivants.

{ Comme dans le cas rectangulaire, on voit que le champ ~B qui d�erive directement

du potentiel � peut être d�e�ni �a partir de deux suites de fonctions qui sont ici

les suites (A+
m(s))m2N et ('0; (A�m(s))m2N). Ces derni�eres d�ependent uniquement des

caract�eristiques du champ magn�etique sur l'axe ŝ. On a en e�et

� Bx = @x�) Bx(x; y = 0; s) = @x�0(x; s) et donc A�m(s) = (@mx Bx)(x=y=0;s) .

� By = @y�) By(x; y = 0; s) = �1(x; s) et donc A+
m(s) = (@mx By)(x=y=0;s) .

� Bs = @s�=(1 + hx)) Bs(x = y = 0; s) = '00(s) .

{ Le cas rectangulaire n'est que le cas particulier du cas curviligne o�u l'on a �x�e h(s)=0.

On doit donc pouvoir relier la suite (Bsol; (B�m)m2N) d�e�nie �a la sous{section 1.1.2 �a

la suite ('0; (A�m)m2N). En utilisant les trois �egalit�es �ecrites ci{dessus ainsi que le

tableau 1.1, on obtient ais�ement les relations recherch�ees:
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8>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>:

'00=Bsol
A+

0 =B+
0 A�0 =B�0

A+
1 =B+

1 A�1 =B�1 �B0sol=2

A+
2 =B+

2 � B+
0
00=4 A�2 =B�2 � 3=4B�0 00

A+
3 =B+

3 � B+
1
00=2 A�3 =B�3 �B�1 00 + 3=8B000sol

.

.

.

.

.

. et cetera.

On voit donc que les fonctions de s, (A�m)m2N et (B�m)m2N, sont �egales deux �a deux

si et seulement si elles sont ind�ependantes de s.

Cette derni�ere remarque �etant faite et par comparaison avec le cas rectangulaire, nous

continuerons cependant �a parler ici de composante 2(m+1){polaire droite (respectivement

tourn�ee) pour la partie du champ magn�etique ~B+
(respectivement ~B�

) engendr�ee par le

coe�cient A+
m dans le d�eveloppement de �1 (respectivement A�m dans �0).

Le but de ce paragraphe est alors de calculer le potentiel � jusqu'�a l'ordre 4 dans les

coordonn�ees transverses (x; y). En reprenant les �equations 1.27 et 1.29, on voit qu'il nous

su�t simplement de calculer �2, �3 et �4 respectivement aux ordres 2, 1 et 0 en (x; y).

En utilisant la relation de r�ecurrence 1.28, on tombe facilement sur les d�eveloppements

recherch�es:8>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

�2=(�'000 � hA�0 �A�1 ) + (h
0'00 + 2h'000 + h

2A�0 �A�0 00 � hA�1 �A�2 )x+
(�3 hh0'00 � 3h

2'000 � h
3A�0 + h

0A�0 0 + 2hA�0 00 + h
2A�1 � 1=2A�1 00�

h=2A�2 � 1=2A�3 )x2 + o(x3)

�3=(�A+
0
00 � hA+

1 �A+
2 )+

(h
0A+

0
0
+ 2hA+

0
00
+ h

2A+
1 �A+

1
00 � hA+

2 �A+
3 )x + o(x2)

�4=(5 hh
0'00 + 4h

2'000 + '00000 + h
3A�0 � 2hA�0 00 + h

00A�0 + 2A�1 00�
h
2A�1 + 2hA�2 +A�3 ) + o(x) :

D�erivation du champ magn�etique

On calcule ici le champ magn�etique ~B �a l'ordre 3 dans les coordonn�ees transverses

(x; y). On a
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8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

Bx= @x� )

8><
>:
B+
x =y @x�1+y

3=6 @x�3 + o(4)

B�
x = @x�0 +y

2=2 @x�2 + o(4)

By= @y� )

8><
>:
B+
y = �1 +y

2=2�3 + o(4)

B�
y =y�2+y

3=6�4 + o(4)

Bs=@s� =(1 + hx))

8>>>><
>>>>:

B+
s =(1� hx+ h

2x2) @s�1 + y3=6 @s�3 + o(4)

B�
s =(1� hx+ h

2x2 � h
3x3) @s�0+

(1� hx)y2=2 @s�2 + o(4) :

Le champ ~B+
est alors donn�e par

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

B+
x =

h
1=6 (h0A+

0
0
+ 2hA+

0
00
) y3

i
+

h
A+

1 y + (h
2A+

1 �A+
1
00
) y3=6

i
+h

A+
2 xy � hA+

2 y
3=6

i
+

h
A+

3 =6 (3x
2y � y3)

i
+ o(4)

B+
y =

h
A+

0 �A+
0
00y2=2 + (h

0A+
0
0
+ 2hA+

0
00
)xy2=2

i
+h

A+
1 x� hA+

1 y
2=2 + (h

2A+
1 �A+

1
00
)xy2=2

i
+h

A+
2 (x

2 � y2)=2 � hA+
2 xy

2=2
i
+

h
A+

3 =6 (x
3 � 3xy2)

i
+ o(4)

B+
s =

h
A+

0
0y � hA+

0
0xy + h

2A+
0
0x2y �A+

0
000y3=6

i
+h

A+
1
0xy � hA+

1
0x2y � (h

0A+
1 + hA+

1
0
) y3=6

i
+h

A+
2
0=6 (3x2y � y3)

i
+ o(4) :

Pour ce qui est du champ magn�etique ~B�
, tous les termes engendr�es par '0 et A�0 seront

omis volontairement dans les r�esultats qui vont suivre. En e�et, le coe�cient A�0 (respecti-

vement '0) engendre un champ magn�etique port�e par ~x (respectivement par ~s) en x=y=0

alors que ce dernier est purement vertical (c.{�a{d. port�e par ~y) pour tous les �el�ements

optiques classiquement utilis�es dans les lignes de transport hormis le sol�eno��de (c.{�a{d. le

dipôle droit, le quadrupôle et l'hexapôle). Tous calculs faits, on obtient
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8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

B�
x =

h
A�1 x� hA�1 y2=2 + (2h

2A�1 �A�1 00)xy2=2
i
+h

A�2 (x2 � y2)=2 � hA�2 xy2=2
i
+

h
A�3 =6 (x3 � 3xy2)

i
+ o(4)

B�
y =

h
�A�1 y � hA�1 xy + (2h

2A�1 �A�1 00)x2y=2 + (2A�1 00 � h
2A�1 ) y3=6

i
+h

�A�2 xy � hA�2 x2y=2 + hA�2 y3=3
i
+

h
A�3 =6 (y3 � 3x2y)

i
+ o(4)

B�
s =

h
A�1 0 (1 � hx)x2=2 �A�1 0y2=2 � h

0A�1 xy2=2
i
+h

A�2 0=6 (x3 � 3xy2)
i
+ o(4) :

D�erivation du potentiel vecteur

Nous avons obtenu au paragraphe pr�ec�edent un d�eveloppement jusqu'�a l'ordre 3 en

(x; y) pour les champs ~B+
et ~B�

, tout en s�eparant soigneusement chaque composante 2m{

polaire droite ou tourn�ee engendr�ee par chacun des coe�cients A+
0 , A�1 , A�2 et A�3 . Il reste

donc �a d�eriver les potentiels vecteurs ~A+
1 ,
~A�2 ,

~A�3 et ~A�4 associ�es respectivement �a ces quatre

coe�cients. Dans ce but, nous �ecrivons pour chacun d'eux un d�eveloppement �a l'ordre 4

en (x; y) le plus g�en�eral possible et nous utilisons l'�equation 1.12, sous{section 1.1.1, a�n

d'identi�er les coe�cients de ce d�eveloppement:

~A� = ~A�1 + ~A�2 + ~A�3 + ~A�4 + : : : avec

8>>><
>>>:

~A�i =

4X
j=1

4X
k=1

~�ijk x
j yk + �(5)

~B�
i =

�!
rot ~A�i

; 1 � i � 4 :

Tous calculs faits, on obtient

{ pour le dipôle droit (cas relatif au coe�cient A+
0 )8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

A+
x;1=A+

0
0
(x2 � y2)=4 �A+

0
000
(3x4 + 6x2y2 � 5y4)=192�

(1=6 h0A+
0 + 7=12 hA+

0
0
)x3 + hA+

0
0xy2=2+

(5=12 h h0A+
0 + 5=8 h2A+

0
0
)x4 � 1=16 h2A+

0
0y4 + o(5)

A+
y;1=A+

0
0xy=2 �A+

0
000
(x3y + 3xy3)=48 � hA+

0
0y3=12+

h
2A+

0
0x3y=3 � h

2A+
0
0xy3=4 + o(5)

A+
s;1=�A+

0 (x� hx2=2 (1 � hx+ h
2x2)) +A+

0
00
(x3=12 + xy2=4)�

(1=24 h00A+
0 + 3=16 h0A+

0
0
+ 11=48 hA+

0
00
)x4 � hA+

0
00x2y2=4+

(1=48 h0A+
0
0
+ 1=16 hA+

0
00
) y4 + o(5) :
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{ pour le quadrupôle droit (cas relatif au coe�cient A+
1 )8>>>>>>>><

>>>>>>>>:

A+
x;2=A+

1
0
(x3 � 3xy2)=12 � (5=48 hA+

1
0
+ 1=24 h0A+

1 ) (x
4 � y4) + o(5)

A+
y;2=A+

1
0
(3x2y � y3)=12 � hA+

1
0
(4x3y � 3xy3)=12 + o(5)

A+
s;2=A+

1 (y
2 � x2)=2 + hA+

1 x
3=6 � h

2A+
1 (4x

4 � y4)=24+

A+
1
00
(x4 + 6x2y2 � 3y4)=48 + o(5) :

{ pour le quadrupôle tourn�e (cas relatif au coe�cient A�1 )8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

A�x;2=�A�1 0(3x2y � y3)=12 + 5=12 hA�1 0x3y + 1=6 h0A�1 xy3 + o(5)

A�y;2=A�1 0(x3 � 3xy2)=12 � hA�1 0 (x4 � y4)=48 + o(5)

A�s;2=A�1 xy � hA�1 y3=6 + h
2A�1 xy3=3+

A�1 00(x3y � 3xy3)=12 + o(5) :

{ pour l'hexapôle droit (cas relatif au coe�cient A+
2 )8>>>><

>>>>:

A+
x;3=A+

2
0
(x4 � 6x2y2 + y4)=48 + o(5)

A+
y;3=A+

2
0
(x3y � xy3)=12 + o(5)

A+
s;3=�A+

2

�
(x3 � 3xy2)=6 � h (x4 � y4)=24

�
+ o(5) :

{ pour l'hexapôle tourn�e (cas relatif au coe�cient A�2 )8>>>><
>>>>:

A�x;3=A�2 0(xy3 � x3y)=12 + o(5)

A�y;3=A�2 0(x4 � 6x2y2 + y4)=48 + o(5)

A�s;3=A�2
�
(3x2y � y3)=6 � hxy3=6

�
+ o(5) :

{ pour l'octupôle droit (cas relatif au coe�cient A+
3 )8<

:
A+
x;4=A

+
y;4 = o(5)

A+
s;4=�A+

3 (x
4 � 6x2y2 + y4)=24 + o(5) :

{ pour l'octupôle tourn�e (cas relatif au coe�cient A�3 )8<
:
A�x;4=A

�
y;4 = o(5)

A�s;4=A�3 (x3y � xy3)=6 + o(5) :
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m = 0

dipôle As = A+
0 [�x + hx2=2 (1 � hx+ h

2x2) ] + o(5)

droit

m = 1

quadrupôle As = A+
1 [ (y2 � x2)=2 + hx3=6 � h

2
(4x4 � y4)=24 ] + o(5)

droit

m = 1

quadrupôle As = A�1 [xy � h y3=6 + h
2 xy3=3 ] + o(5)

tourn�e

m = 2

hexapôle As = A+
2 [�(x3 � 3xy2)=6 + h (x4 � y4)=24 ] + o(5)

droit

m = 2

hexapôle As = A�2 [ (3x2y � y3)=6 � hxy3=6 ] + o(5)

tourn�e

m = 3

octupôle As = �A+
3 (x

4 � 6x2y2 + y4)=24 + o(5)

droit

m = 3

octupôle As = A�3 (x3y � xy3)=6 + o(5)

tourn�e

Tab. 1.2 { Potentiel vecteur longitudinal du 2(m+ 1){pôle parfait

Multipôles \parfaits"

Comme dans le cas rectangulaire, on voit que le potentiel vecteur devient purement

longitudinal lorsque les fonctions A�m ne d�ependent pas de s (avec ici la condition suppl�e-

mentaire que h ne d�epend pas non plus de s): on parlera dans ce cas de multipôles parfaits.

Le tableau 1.2 r�ecapitule les r�esultats relatifs aux potentiels vecteurs longitudinaux (A+
s;m+1,

0�m� 3) et (A�s;m+1 ; 1�m�3) que l'on obtient dans cette situation
2
; on peut alors re-

marquer qu'en annulant h et en substituant les constantes B�m aux constantes A�m, on
retombe comme pr�evu sur les r�esultats de la sous{section 1.1.2 (cf. Tab. 1.1).

2. L'expression des potentiels vecteurs droits A+
s;m en coordonn�ees curvilignes est d�ej�a existante dans la

litt�erature (voir par exemple Ref. [10]); �a ma connaissance, celle des potentiels tourn�es A�

s;m ne l'est pas.
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1.2 Hamiltonien d'une particule charg�ee soumise �a un

champ �electromagn�etique

1.2.1 Lagrangien et Hamiltonien en coordonn�ees curvilignes

Courbe de r�ef�erence

On reprend la �gure 1.2 de la section pr�ec�edente; on consid�ere donc une courbe g�eo-

m�etrique de r�ef�erence not�ee C, param�etris�ee par un vecteur ~r0(s) o�u s d�esigne une abscisse

curviligne. Pour plus de g�en�eralit�es dans l'expos�e, on supposera pour l'instant que cette

courbe n'est plus plane comme elle l'�etait �a la section 1.1. Si h(s) et � (s) d�esignent res-

pectivement la courbure et la torsion de la courbe C �a l'abscisse curviligne s et si l'on note

(~x; ~y;~s) le tri�edre de Serret{Frenet �a l'abscisse s, on a
3

d

ds

0
BB@
~x

~y

~s

1
CCA =

0
BB@

0 �� (s) h(s)

� (s) 0 0

�h(s) 0 0

1
CCA
0
BB@
~x

~y

~s

1
CCA : (1.30)

On consid�ere une particule charg�ee quelconque de masse m et de charge q. On param�etrise

la position ~r(t) de cette particule par trois fonctions x(t), y(t) et s(t) comme suit:

~r(t) = ~r0 ( s(t) ) + x(t)~x ( s(t) ) + y(t)~y ( s(t) ) : (1.31)

En d�erivant la relation 1.31 par rapport �a t et en utilisant l'�equation 1.30, on obtient donc

l'expression suivante pour la vitesse ~v de la particule:

~v =
d~r

dt
= ( 1 + hx ) _s~s + ( _x+ y� _s )~x + ( _y � x� _s ) ~y (1.32)

o�u . signi�e d�eriv�ee par rapport au temps t.

Lagrangien �electromagn�etique et Hamiltonien

On suppose que cette particule se d�eplace dans un champ ( ~E; ~B) d�erivant du potentiel

�electromagn�etique (V; ~A) avec8<
:

~B =
�!
rot ~A ~A = Ax(x; y; s; t)~x+Ay(x; y; s; t)~y+As(x; y; s; t)~s

~E = �@t ~A�
��!
gradV V = V (x; y; s; t) :

3.

8>><
>>:

~s= d
ds
~r0 : tangente �a la trajectoire.

~x=�d2~r0
ds2

= jj d
2~r0
ds2

jj : normale �a la trajectoire, h =jj d
2~r0
ds2

jj :

~y=~s ^ ~x : binormale , � = det(d~r0
ds
; d

2~r0
ds2

; d
3~r0
ds3

)=h2 :
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Le Lagrangien de cette particule est [12]

L(x; y; s; _x; _y; _s; t) = �mc2



+ q(~v: ~A� V )

o�u 
 =
1p

1�~v 2=c2
et o�u ~v est donn�ee par l'�equation 1.32. On peut donc calculer par les

m�ethodes usuelles les moments (Px; Py; Ps) associ�es aux coordonn�ees (x; y; s). On a8>>><
>>>:
Px = @L=@ _x = m c2=
2 @
=@~v 2 @~v 2=@ _x + q @(~v: ~A)=@ _x

Py = @L=@ _y = m c2=
2 @
=@~v 2 @~v 2=@ _y + q @(~v: ~A)=@ _y

Ps = @L=@ _s = m c2=
2 @
=@~v 2 @~v 2=@ _s + q @(~v: ~A)=@ _s

; soit

8>>><
>>>:
Px = qAx +m 
 ( _x+ y� _s)

Py = qAy +m 
 ( _y � x� _s)
Ps = (1 + hx)

�
m 
(1 + hx) _s + qAs

�
+ y�Px � x�Py :

(1.33)

L'Hamiltonien est alors d�e�ni par

H(x; y; s; Px; Py; Ps; t) = Px _x+ Py _y + Ps _s�L =

c

s
m

2c2 + (Px � qAx)
2
+ (Py � qAy)

2
+

�
Ps � y�Px + x�Py

1 + hx
� qAs

�2
+ q V (1.34)

et on note que la racine carr�ee dans cette derni�ere expression est, comme il se doit, l'�energie

relativiste de la particule de masse m et d'impulsion ~p= m 
~v : E =

p
m

2c4 + ~p 2c2 .

1.2.2 Changement de variable ind�ependante

Pr�eliminaires

Soit un syst�eme �a n degr�es de libert�e (q1; : : : ; qn) avec (P1; : : : ; Pn) pour moments conju-

gu�es; si t d�esigne la variable ind�ependante et H(q1; : : : ; qn; P1; : : : ; Pn; t) l'Hamiltonien r�e-

gissant la dynamique de ce syst�eme, les �equations d'Hamilton s'�ecrivent

8i; 1 � i � n

8<
:

dqi=dt = @H=@Pi
dPi=dt = �@H=@qi

et dH=dt = @H=@t :

On suppose que la d�eriv�ee partielle de H par rapport �a l'un des Pi est non nulle pour un

certain domaine de l'espace des phases et pour un certain intervalle de temps T; pour �xer

les id�ees, on suppose par exemple

@H
@P1

= _q1 6= 0 :
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t �! q1(t) est donc une bijection de l'intervalle T dans q1(T) et il vient8<
:

dqi=dq1=(dqi=dt) (dt=dq1)= (@H=@Pi) (@H=@P1)�1

dPi=dq1=(dPi=dt) (dt=dq1)=�(@H=@qi) (@H=@P1)�1
; 2 � i � n :

On rajoute �a cela le doublet (t; Pt) o�u Pt
def
=�H et on a

8<
:

dt=dq1 =(@H=@P1)�1

dPt=dq1=�(dH=dt) (@H=@P1)�1 = �(@H=@t) (@H=@P1)�1 :

On a Pt = �H(q; P ; t) avec @H=@P1 6= 0; donc, en invoquant le th�eor�eme des fonc-

tions implicites, il existe une fonction K d�e�nie sur un certain domaine des coordonn�ees

(t; q2; : : : ; qn; Pt; P2; : : : ; Pn; q1) telle que

P1 = �K(t; q2; : : : ; qn; Pt; P2; : : : ; Pn; q1) :

On montre alors que K est le nouvel Hamiltonien du syst�eme; plus pr�ecis�ement, il s'agit

de d�emontrer que ce dernier conjugue t et Pt, (qi; 2� i�n) et (Pi; 2� i�n) avec q1 pour
nouvelle variable ind�ependante. On a en e�et

Pt = �H(q; P ; t)) dPt = �
@H
@q1

dq1 �
@H
@P1

dP1 �
nX
i=2

 
@H
@qi

dqi +
@H
@Pi

dPi

!
� @H

@t
dt ;

soit

�dP1 def
= dK =

nX
i=2

2
4 @H

@qi

! 
@H
@P1

!�1
dqi +

 
@H
@Pi

! 
@H
@P1

!�1
dPi

3
5 +

 
@H
@t

! 
@H
@P1

!�1
dt +

 
@H
@P1

!�1
dPt :

On obtient donc

8i; 2 � i � n

8<
:

(@K=@Pi) = (@H=@Pi) (@H=@P1)�1 = dqi=dq1

(@K=@qi) = (@H=@qi) (@H=@P1)�1 = � dPi=dq1

et

8<
:

(@K=@Pt) = (@H=@P1)�1 = dt=dq1

(@K=@t) = (@H=@t) (@H=@P1)�1 = � dPt=dq1 :

Par cons�equent, via le changement de variable ind�ependante t �! q1, le nouvel Hamiltonien

du syst�eme devient �P1 et t se transforme en une variable canonique avec Pt=�H pour

moment conjugu�e.
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Hamiltonien �electromagn�etique avec s pour variable ind�ependante

On suppose dans le cas qui nous pr�eoccupe que @H=@Ps 6= 0. D'apr�es ce qui pr�ec�ede

et l'�egalit�e 1.34, on en d�eduit donc le nouvel Hamiltonien K qui, avec s pour variable

ind�ependante, conjugue x et Px, y et Py, t et Pt=�H:

K(x; y; t; Px; Py; Pt; s) = �Ps = �y�Px + x�Py

�(1 + hx)

2
4
s�

Pt + qV

c

�2
�m

2c2 � (Px � qAx)
2 � (Py � qAy)

2
+ qAs

3
5 (1.35)

et on a

8>>><
>>>:

@K
@Px

= _x
@K
@Py

= _y
@K
@Pt

= _t

@K
@x

= � _Px
@K
@y

= � _Py
@K
@t

= � _Pt

o�u maintenant . signi�e

d

ds
.

1.2.3 Choix des variables canoniques

Hypoth�eses de travail et notations

Nous faisons d�esormais les deux hypoth�eses suivantes:

{ la courbe de r�ef�erence est plane comme �a la sous section 1.1.1, ce qui signi�e que � (s)=0;

on supposera pour �xer les id�ees que l'axe x̂ est horizontal et que l'axe ŷ est vertical

(ind�ependant de s).

{ le champ e.m. est un champ purement magn�etique et statique d�erivant d'un potentiel

vecteur ~A: V =0 et ~A= ~A(x; y; s). Avec ces hypoth�eses et en reprenant les relations 1.33

et 1.35, on a

8>>>><
>>>>:

Px=qAx + px

Py=qAy + py

K=�(1 + hx)

�q
P 2
t =c

2 �m
2c2 � (Px � qAx)

2 � (Py � qAy)
2
+ qAs

� (1.36)

o�u l'on rappelle que px et py d�esignent respectivement l'impulsion horizontale et verticale

de la particule.

En�n, on consid�ere une particule test �ctive de masse m not�ee P0. On note p0 son impulsion

qui correspond �a une �energie E0 =

q
m

2c4 + p20c
2 � 
0mc

2
et �a une vitesse v0 = p0=(m
0) �

�0c. Comme nous le montrerons plus loin (sous{section 1.3.1), la courbe de r�ef�erence C est

e�ectivement suivie par P0 si une certaine condition est v�eri��ee et moyennant l'hypoth�ese
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que le champ magn�etique ~B soit vertical (c.{�a{d. port�e par ~y) le long de C: ~B(0; 0; s) =
B0(s) ~y. Cette condition bien connue s'�ecrit h(s) = B0(s)=(

p0
q
). Si tel est le cas, le temps

de passage en s de la particule P0 est alors donn�e par t0(s)
def
= (s � s0)=v0 en supposant

que cette derni�ere se situait �a l'abscisse s0 �a l'instant t = 0.

Quoiqu'il en soit, prenons pour l'instant ces derni�eres notations (p0, E0, v0 et t0(s)) comme

de simples d�e�nitions permettant de donner un sens physique au changement de variables

canoniques qui va suivre.

Choix des variables canoniques; expression �nale pour l'Hamiltonien

Les variables utilis�ees pour d�ecrire l'�evolution d'une particule quelconque P1 seront

celles que MAD [13] utilise: x et y restent inchang�es et on pose8>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>:

cPx=Px
p0

cPy=Py
p0

� =
�Pt � E0

p0c
=

E �E0

p0c

l =�c(t� t0(s))def= �c(t� s� s0

v0
) :

� d�esigne donc la di��erence entre l'�energie de P1 et celle de P0 normalis�ee par l'�energie

qu'aurait P0 si elle �etait ultra{relativiste. t0(s) �etant le temps de passage en s de P0 (en

supposant que sa trajectoire co��ncide avec C), �l d�esigne donc le retard de P0 par rapport

�a P1 (si l� 0 P1 est en avance sur P0). On montre directement que cette transformation

est canonique en exhibant un Hamiltonien g qui conjugue (x; cPx), (y;cPy) et (l; �). En e�et,

si l'on d�e�nit

g(x; y; l;cPx; cPy; �) = K
p0

+

�

�0
+ 1 ; (1.37)

la constante 1 �etant rajout�ee a�n d'avoir g(0) = 0, il vient8>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>:

@g

@cPx =
1

p0

 
@K
@Px

!  
dPx

d
cPx
!

=

@K
@Px

= _x de même

@g

@cPy = _y

@g

@x
=

1

p0

 
@K
@x

!
= �

_Px

p0
=� _cPx de même

@g

@y
= � _cPy

@g

@�
=

1

p0

 
@K
@Pt

!  
dPt

d �

!
+

c

v0
=�c( _t� 1

v0
)= _l

@g

@l
=

1

p0

 
@K
@t

!  
d t

d l

!
=

_Pt

p0c
=� _� :
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Ceci montre bien que g conjugue (x; cPx), (y; cPy) et (l; �). A�n de calculer g, on reprend

donc les �equations 1.36 et 1.37. On a

(Pt=c)
2 �m

2c2

p20
=

 
E0

p0c
+ �

!2
� m2c2

p20
avec

8>>>><
>>>>:

E0

p0c
=


0mc
2


0mv0c
=

1

�0
m2c2

p20
=

m2c2

m2
20v
2
0

=

1

�20

2
0

:

On en d�eduit donc l'expression �nale de l'Hamiltonien que nous utiliserons dans toute la

suite:

g = �(1+hx)

2
64
vuut 1

�0
+ �

!2

� 1

�20

2
0

�
�cPx �Kx

�2 � �cPy �Ky

�2
+Ks

3
75+ �

�0
+1 (1.38)

avec Kx;y;s =
qAx;y;s

p0
:

Relation avec les variables utilis�ees dans TRANSPORT [14]

Certains programmes de dynamique de faisceau, comme le programme TRANSPORT

[14], utilisent, pour d�ecrire l'�evolution d'une particule quelconque, un jeu de variables qui

di��ere de celui pr�esent�e au paragraphe pr�ec�edent. Le principe d'une courbe g�eom�etrique

de r�ef�erence reste inchang�ee mais la d�e�nition des six variables dynamiques devient
4

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

xT1=x
M

1 = x

xT2= �
def
=

dx=ds

1 + hx
(angle que fait la trajectoire de la particule

avec la courbe de r�ef�erence dans le plan (~x;~s))

xT3=x
M

3 = y

xT4= '
def
=

dy=ds

1 + hx
(angle que fait la trajectoire de la particule

avec la courbe de r�ef�erence dans le plan (~y;~s))

xT5=x
M

5 = l

xT6= �p
def
=

p� p0

p0
(di��erence relative d'impulsion normalis�ee par p0).

On peut �evidemment relier ces deux ensembles de coordonn�ees. Nous donnons ci{apr�es

et sans d�emonstration les r�esultats obtenus
5
.

4. Les labels T et M se r�ef�erent respectivement aux variables utilis�ees dans TRANSPORT et �a celles

utilis�ees dans MAD.

5. On se place dans le cas des multipôles parfaits (sol�eno��de exclu) o�u Ax=Ay=0, soit dPx;y=px;y=p0.
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xM1 =x
T
1 xT1=x

M
1

xM2 =
(1 + xT6 )x

T
2q

1 + xT2
2 + xT4

2
xT2=

xM2q
(1=�0 + xM6 )

2 � 1=(
20�
2
0)� x

M
2
2 � xM4

2

xM3 =x
T
3 xT3=x

M
3

xM4 =
(1 + xT6 )x

T
4q

1 + xT2
2 + xT4

2
xT4=

xM4q
(1=�0 + xM6 )

2 � 1=(
20�
2
0)� x

M
2
2 � xM4

2

xM5 =x
T
5 xT5=x

M
5

xM6 =
q
(1 + xT6 )

2 + 1=(
20�
2
0)� 1=�0 xT6=

q
(1=�0 + xM6 )

2 � 1=(
20�
2
0)� 1

On voit donc que ces deux transformations inverses l'une de l'autre sont, �a l'ordre 1, �egales

�a l'identit�e (c.{�a{d. pour tout i; 1� i�6; xTi = xMi + o((xM)2)); on voit de plus que dans le

cas ultra{relativiste (�0=1; 
0=+1) on a xM6 =x
T

6=(p�p0)=p0=(E�E0)=E0. Mis �a part

cela, la chose importante �a remarquer est qu'il n'existe aucun Hamiltonien qui conjugue

les variables de TRANSPORT (même dans le cas des multipôles parfaits). Voil�a une des

raisons pour lesquelles nous avons choisi de travailler avec les variables de MAD plutôt

qu'avec celles de TRANSPORT, le formalisme Hamiltonien �etant plus ad�equat pour tous

les calculs e�ectu�es au chapitre 2.

1.3 Equations du mouvement. Ecriture formelle de la

solution

1.3.1 Equations du mouvement

On note X le vecteur 6{dimensionnel (x; cPx; y;cPy; y; l; �) d�e�ni �a la section pr�ec�edente.

Les �equations d'Hamilton s'�ecrivent sous forme vectorielle de la fa�con suivante:

dX

ds
= J

�!rg (1.39)

o�u J est la matrice antisym�etrique J =

0
BBBBBBBBBBB@

0 1 0 0 0 0

�1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 �1 0 0 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 �1 0

1
CCCCCCCCCCCA
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et o�u g est l'Hamiltonien d�e�ni par l'�equation 1.38 �a la section pr�ec�edente avec

�!rg =
 
@g

@x
;
@g

@cPx ;
@g

@y
;
@g

@cPy ;
@g

@l
;
@g

@�

!
:

En regardant l'�equation 1.39 puis en remarquant que l'Hamiltonien g ne d�epend pas de

la variable canonique l, on tombe directement sur la conservation de la variable �, ce qui

est un fait bien connu pour le cas d'une particule charg�ee se d�epla�cant dans un champ pu-

rement magn�etique (en n�egligeant �evidemment tous processus non{Hamiltoniens comme

le rayonnement synchrotronique, les interactions faisceau{faisceau, le refroidissement sto-

chastique, etc.).

Dans tout ce qui va suivre, on �ecrira l'�equation 1.39 sous la forme

dX

ds
= F (X; s;�) (1.40)

o�u F est la fonction vectorielle J
�!rg et o�u � est un jeu de param�etres qui d�esignent formel-

lement les fonctions A�m(s) d�e�nies �a la sous{section 1.1.3. Avant d'aller plus loin, il faut

insister sur le fait suivant: si P0 d�esigne la particule �ctive de r�ef�erence introduite pr�ec�e-

demment (de masse m, de charge q et d'impulsion p0), alors P0 suit e�ectivement la courbe

de r�ef�erence C si et seulement si le vecteur X = 0 est solution de l'�equation di��erentielle

1.40, donc si et seulement si F (0; s;�)
def
= J

�!rg = 0, soit
�!rg = 0 puisque J est inversible.

En d'autres termes, le d�eveloppement limit�e de g autour de z�ero dans les variables cano-

niques ne doit contenir aucun terme lin�eaire. En reprenant l'expression de l'Hamiltonien g

(�equation 1.38) ainsi que celle des potentiels vecteurs en coordonn�ees curvilignes donn�ee �a

la sous{section 1.1.3, on aboutit apr�es calcul �a la condition recherch�ee
6
:

F (0; s;�) = 0, h(s) = A+
0 (s)=(p0=q) = By(x = y = 0; s)=(p0=q) : (1.41)

1.3.2 O�set �X, matrices R; T; U

On consid�ere alors deux environnements magn�etiques di��erents dans lesquels �evoluent

les particules charg�ees: l'un dit de design dans lequel le champ magn�etique est caract�eris�e

par un jeu de param�etres �0 qui v�eri�ent la condition 1.41 et l'autre �etant d�e�ni par le jeu

de param�etres �=�0 + ��. Dans toute la suite, on emploiera le terme g�en�erique \erreur"

pour faire r�ef�erence �a la 
uctuation �� qui fait que l'optique r�eelle di��ere quelque peu de

6. Comme dans la sous{section 1.1.3, on garde l'hypoth�ese A�

0 = '0 = 0 et il en r�esulte au vu du second

paragraphe de 1.1.3, \D�erivation du champ magn�etique", que le champ ~B est dans ce cas purement vertical

sur la courbe C et de force �egale �a A+
0 (s).
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l'optique id�eale de design. N�eanmoins, on supposera que la magnitude des erreurs de la

ligne est relativement faible de sorte que la particule test P0 ainsi que tout autre particule

P1 ayant pour condition initiale un vecteur X0 assez petit aient une trajectoire proche

de la courbe C. La d�eviation de ces di��erentes trajectoires par rapport �a C pouvant être

repr�esent�ee par une s�erie perturbative enX0 et ��, l'ultime but que l'on se �xe d�es �a pr�esent

et qui ne sera atteint qu'�a la �n du chapitre 2 sera alors d'estimer certains des premiers

coe�cients de ce d�eveloppement.

Pour ce faire, nous devons commencer par quelques d�e�nitions. Pour tout vecteur X0

�etablissant les conditions initiales d'une particule quelconque P1 �a l'abscisse curviligne

s=0, on noteM(X0; s;�)=X(s) la position de P1 �a l'abscisse s dans l'espace des phases �a

6 dimensions; la fonction vectorielleM(X0; s;�) sera d�esign�ee sous le nom de mapping (on

se souviendra dans toute la suite que � repr�esente symboliquement les fonctions A�m(s) �a
partir desquelles le champ magn�etique est d�e�ni de fa�con univoque). On introduit ensuite

les quatre objets suivants:8>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

l'o�set �X, vecteur �a 6 dimensions, donn�e par �Xi(s;�) =Mi(0; s;�)

la matrice R, matrice 6�6, donn�ee par Ri;j(s;�) =

 
@Mi

@X0j

!
(X0=0)

la matrice T , tenseur 6�6�6, donn�ee par Ti;j;k(s;�) =1=2

 
@2Mi

@X0j@X0k

!
(X0=0)

la matrice U , tenseur 6�6�6�6, donn�ee par Ui;j;k;l(s;�)=1=6

 
@3Mi

@X0j@X0k@X0l

!
(X0=0)

:

Au vu de ces d�e�nitions, il est clair que le tenseur T est sym�etrique par rapport �a ses

deux derniers indices, de même pour le tenseur U par rapport �a ses trois derniers indices

(d'autres relations, dites relations de symplecticit�e, reliant les �el�ements de matrice des

tenseurs R, T et U seront �etablies �a la sous{section 1.3.4). Cette remarque �etant faite,

on voit que la solution de l'�equation 1.40, avec X0 pour condition initiale, s'�ecrit avec des

notations �evidentes
7

X(s)
def
= M(s;X0;�) =�X(s;�) +R(s;�)X0 + T (s;�)(X0;X0)

+U(s;�)(X0;X0;X0) + o(X4
0 ) :

(1.42)

7.RX0

�
i

def
=

6X
j=1

Ri;jX0j ; T (X0; X0)
�
i

def
=

6X
j=1

6X
k=1

Ti;j;kX0jX0k et

U (X0; X0; X0)
�
i

def
=

6X
j=1

6X
k=1

6X
l=1

Ui;j;k;lX0jX0kX0l :
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En se restreignant aux particules dont les conditions initiales sont proches de z�ero, on

peut donc supposer que la relation 1.42 est une bonne approximation pour le calcul du

mapping M 8
. L'objectif devient donc l'obtention des quantit�es �X, R, T et U . Comme

nous le verrons au chapitre 2, cela n�ecessite la connaissance de la fonction F �a l'ordre 3

dans les variables canoniques Xi; 1� i� 6, donc celle de l'Hamiltonien g �a l'ordre 4. En

regardant l'�equation 1.38 qui d�e�nit g, on voit que pour ce fait il est imp�eratif de poss�eder

le potentiel vecteur ~A �a l'ordre 4 en (x; y) et c'est exactement ce qui a fait l'objet de la

sous{section 1.1.3. Ceci �etant, outre la pr�ecision suppl�ementaire qu'apporte le calcul de la

matrice U , la raison principale qui nous pousse �a tronquer la s�erie 1.42 �a l'ordre 3 et non

�a un ordre inf�erieur (ce qui nous aurait ôt�e bien des tracas) n'apparâ�tra clairement que

bien plus tard au chapitre 3.

Nous �nirons cette sous{section en rappelant que l'Hamiltonien g ainsi donc que la fonc-

tion F sont ind�ependants de la variable l. Cette derni�ere remarque impose alors certaines

conditions sur les quantit�es (�X;R; T; U):

{ d'une part, d'apr�es l'�equation 1.39, on a d�=ds=@g=@l=0 et il vient �X6=T6;m;n=

U6;m;n;r=0 pour tous les entiers (m;n; r) compris entre 1 et 6 ainsi que R6;j=�6j; 1�
j�6, o�u �6j=1 si j=6 et �6j=0 si j 6=6.

{ d'autre part, du fait du d�ecouplage de la variable l, on a aussi Ti;5;m = Ti;m;5 =

Ui;5;m;n=Ui;m;5;n=Ui;m;n;5=0 pour tous les entiers (i;m; n) compris entre 1 et 6 ainsi

que Ri;5=�i5; 1� i�6.

On se souviendra surtout de la forme particuli�ere de la matrice R qui, d'apr�es ce qui

pr�ec�ede, s'�ecrit

R =

0
BBBBBBBBBBB@

R1;1 R1;2 R1;3 R1;4 0 R1;6

R2;1 R2;2 R2;3 R2;4 0 R2;6

R3;1 R3;2 R3;3 R3;4 0 R3;6

R4;1 R4;2 R4;3 R4;4 0 R4;6

R5;1 R5;2 R5;3 R5;4 1 R5;6

0 0 0 0 0 1

1
CCCCCCCCCCCA
: (1.43)

8. Signalons tout de même que ce d�eveloppement perturbatif n'est en g�en�eral pas su�sant pour un an-

neau de stockage dans lequel les particules font un nombre �elev�e de tours (s devient tr�es grand contrairement

aux lignes de transport o�u s est born�e). C'est la raison principale pour laquelle le calcul de l'ouverture

dynamique d'un anneau (c'est �a dire le domaine D0 maximal de l'espace des phases dont l'image par la

transformationM(s) reste born�ee quand s tend vers l'in�ni) est souvent d�elicat.
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1.3.3 Formules de concat�enation

Comme on peut facilement l'imaginer, le calcul des quantit�es �X, R, T et U se fera pas

�a pas (c'est �a dire �el�ement par �el�ement) le long de la ligne optique consid�er�ee. D�esormais,

nous devons donc nous interroger sur la concat�enation de mappings. Plus pr�ecis�ement, si

l'on connâ�t le mapping M1 pour une section [s0; s1] de la courbe C ainsi que le mapping

M2 pour une section [s1; s2] adjacente �a la pr�ec�edente, on se donne pour objectif le calcul

du mappingM=M2 �M1 relatif �a la section totale [s0; s2]. En r�esum�e, il s'agit de d�eriver

les relations alg�ebriques reliant les quantit�es (�X;R; T; U) (relatives �a M) aux quantit�es

(�X1;2; R1;2; T1;2; U1;2) (relatives �aM1;2). En utilisant l'�equation 1.42 pour la section [s0; s1]

puis en la r�eit�erant pour la section [s1; s2], on obtient assez rapidement une expression de

X(s2) en fonction de X(s0) et des quantit�es (�X1;2; R1;2; T1;2; U1;2); en�n, en regroupant

dans cette derni�ere expression les termes de même homog�en�eit�e en X(s0), on tombe sur

les relations recherch�ees. Tous calculs faits, on a

8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

�X = �X2 +R2 �X1 + T2 (�X1; �X1) + o(�X3
1 )

R = R2R1 + 2T2 (�X1; R1) + 3U2 (�X1; �X1; R1) + o(�X3
1 )

T = R2 T1 + T2 (R1; R1) + 2T2 (�X1; T1) + 3U2 (�X1; R1; R1) + o(�X2
1 )

U = R2 U1 + 2 (T2 (R1; T1))sym + U2 (R1; R1; R1) + o(�X1)

(1.44)

o�u les notations utilis�ees sont expliqu�ees ci{apr�es.

{ Si A est un tenseur d'ordre n + 1 et (B1; : : : ; Bn) n tenseurs d'ordre respectif (m1,

: : :, mn), alors C=A(B1; : : : ; Bn) est le tenseur d'ordre N=

Pn
k=1mk � (n� 1) dont

l'�el�ement de matrice Ci1;:::;iN est donn�e par

Ci1;:::;iN =

X
j1;:::;jn

Ai1;j1;:::;jn(B1)j1;i2;:::;im1
: : : (Bn)jn;i(N�mn+2);:::;iN

:

Par exemple, pour le cas R2 T1, on a n=1; m1=3, soit N=3 et donc

(R2 T1)i;j;k =
6X

m=1

(R2)i;m(T1)m;j;k :

Pour le cas plus compliqu�e T2 (R1; T1), on a n=2; m1=2; m2=3, soit N =4 et par

suite

(T2 (R1; T1))i;j;k;l =
6X

m=1

6X
n=1

(T2)i;m;n(R1)m;j(T1)n;k;l .
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{ Si A est un tenseur d'ordre n+1, alors Asym est le tenseur d'ordre n+1 sym�etrique

par rapport �a ses n derniers indices et d�e�ni par

(Asym)i0;i1;:::;in =
1

n!

X
�2Sn

Ai0;�(i1);:::;�(in)

o�u Sn d�esigne le groupe des permutations d'ordre n.

Au vu des formules de concat�enation 1.44, le calcul exact des quatre objets (�X;R; T; U)

apparâ�t alors impossible puisque ces derniers s'expriment sous la forme d'une s�erie in�nie

dans l'o�set �X1. A�n de garder une coh�erence dans la math�ematique qui sera d�evelop-

p�ee au chapitre 2, on a d�es lors recours �a l'id�ee suivante. Consid�erons un d�eveloppement

perturbatif pour ces quatre quantit�es en fonction des erreurs de la ligne ��:8>>>><
>>>>:

�X1(�) = �X1(�0) + @��X1)�0
��+ 1=2 @2��X1)�0

��2 + : : :

def
= �X

(0)
1 + �X

(1)
1 + �X

(2)
1 + : : :

.

.

. et cetera.

On d�e�nit ainsi neuf nouveaux objets (�X
(0)
1 ; �X

(1)
1 ; �X

(2)
1 ; R

(0)
1 ; R

(1)
1 ; R

(2)
1 ; T

(0)
1 ; T

(1)
1 ; U

(0)
1 ) rela-

tifs �a M1 et de la même fa�con on introduit ces mêmes neuf quantit�es pour les mappings

M2 etM. Comme l'optique de design est telle que la condition 1.41 est v�eri��ee, on a d�ej�a

�X
(0)
1

def
= �X1(�0)

def
= M1(X0=0;�0) = 0 = �X

(0)
2 = �X(0) :

Au vu de cette remarque, on peut reformuler les �equations 1.44 en faisant intervenir les

quantit�es ci{dessus d�e�nies; on obtient ainsi de nouvelles relations qui, cette fois, peuvent

être �ecrites de fa�con exacte:8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

�X(1)
=�X

(1)
2 +R

(0)
2 �X

(1)
1

�X(2)
=�X

(2)
2 +R

(0)
2 �X

(2)
1 +R

(1)
2 �X

(1)
1 + T

(0)
2 (�X

(1)
1 ; �X

(1)
1 )

R(0)
=R

(0)
2 R

(0)
1

R(1)
=R

(1)
2 R

(0)
1 +R

(0)
2 R

(1)
1 + 2T

(0)
2 (�X

(1)
1 ; R

(0)
1 )

R(2)
=R

(2)
2 R

(0)
1 +R

(1)
2 R

(1)
1 +R

(0)
2 R

(2)
1 + 2

�
T
(0)
2 (�X

(2)
1 ; R

(0)
1 )+

T
(0)
2 (�X

(1)
1 ; R

(1)
1 ) + T

(1)
2 (�X

(1)
1 ; R

(0)
1 )

�
+ 3U

(0)
2 (�X

(1)
1 ; �X

(1)
1 ; R

(0)
1 )

T (0)
=R

(0)
2 T

(0)
1 + T

(0)
2 (R

(0)
1 ; R

(0)
1 )

T (1)
=R

(1)
2 T

(0)
1 +R

(0)
2 T

(1)
1 + 2

��
T
(0)
2 (R

(0)
1 ; R

(1)
1 )

�
sym

+ T
(0)
2 (�X

(1)
1 ; T

(0)
1 )

�
+

T
(1)
2 (R

(0)
1 ; R

(0)
1 ) + 3U

(0)
2 (�X

(1)
1 ; R

(0)
1 ; R

(0)
1 )

U (0)
=R

(0)
2 U

(0)
1 + 2

�
T
(0)
2 (R

(0)
1 ; T

(0)
1 )

�
sym

+ U
(0)
2 (R

(0)
1 ; R

(0)
1 ; R

(0)
1 ) :

(1.45)
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Supposons donc que, pour une ligne de focalisation contenant N aimants, on poss�ede pour

chaque aimant num�ero i les huit quantit�es (�X
(1)
i , �X

(2)
i , R

(0)
i , R

(1)
i , R

(2)
i , T

(0)
i , T

(1)
i , U

(0)
i );

en utilisant les relations 1.45 et par concat�enation successive, on peut alors obtenir les

quantit�es (�X(1)
, �X(2)

, R(0)
, R(1)

, R(2)
, T (0)

, T (1)
, U (0)

) relatives au mapping total de la

ligne. Plus pr�ecis�ement, consid�erons par exemple une erreur �i dans l'aimant num�ero i

ainsi qu'une erreur �j dans l'aimant num�ero j; supposons que l'on connaisse pour l'aimant

num�ero i les huit quantit�es (R
(0)
i , T

(0)
i , U

(0)
i , @�i�Xi, @

2
�i
�Xi, @�iRi, @

2
�i
Ri, @�iTi) et de même

pour l'aimant num�ero j. Les formules 1.45 donnent alors en bout de ligne les matrices

(R;T;U) id�eales, les d�eriv�ees premi�eres et secondes de l'o�set �X et de la matrice R ainsi

que les d�eriv�ees premi�eres de la matrice T en fonction des erreurs �i et �j.

Pour cette raison, nous disons que le choix de calcul des huit quantit�es (�X
(1)
i , �X

(2)
i ,

R
(0)
i , R

(1)
i , R

(2)
i , T

(0)
i , T

(1)
i , U

(0)
i ) pour chaque type d'aimant (dipôle, quadrupôle, hexapôle,

. . . , en consid�erant pour chacun de ces types d'aimants un certain nombre d'erreurs, cf.

chapitre 2) est un choix \auto{consistant". Cependant, toujours en regardant les formules

de concat�enation 1.45, on s'aper�coit que le choix bien plus simple du calcul des quatre

quantit�es (�X
(1)
i , R

(0)
i , R

(1)
i , T

(0)
i ) est lui aussi \auto{consistant". En revanche, ce dernier

est alors incapable de donner en bout de ligne, entre autres, la quantit�e R(2)
qu'il nous

faudra imp�erativement connâ�tre au chapitre 3.

1.3.4 Symplecticit�e

Groupe symplectique

On donne ici quelques notions de symplecticit�e en se limitant au cas r�eel; pour un

expos�e plus d�etaill�e sur ce sujet on pourra, par exemple, se r�ef�erer �a [4]. Soit donc n un

entier non nul; on note M2n l'anneau des matrices 2n�2n �a coe�cients r�eels et Sp2n le

sous{ensemble des matrices de M2n d�e�ni par

Sp2n =

�
M 2 M2n = fM J M = J

�
9

o�u J est la matrice antisym�etrique 2n�2n suivante:

J =

0
BBBBBB@

J2 0 : : : 0

0 J2
. . .

.

.

.

.

.

.
. . .

. . . 0

0 : : : 0 J2

1
CCCCCCA

avec J2 =

0
@ 0 1

�1 0

1
A :

9. fM d�esigne la transpos�ee de M .
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On prouve alors facilement que Sp2n est un sous{groupe multiplicatif du groupe des ma-

trices inversibles de M2n appel�e groupe symplectique �a 2n dimensions; on a de plus les

trois propri�et�es suivantes:

8M 2 Sp2n
fM 2 Sp2n , det(M) = 1 et M�1

= �J fM J :

En�n, on prouve ais�ement que J v�eri�e J2=�1=� eJJ .
On s'interroge d�esormais sur les g�en�erateurs de Sp2n. Soit M = exp(��) = 1 + �� + � � �
un �el�ement de Sp2n proche de l'identit�e; en �ecrivant

10
�=JS et en utilisant la d�e�nition

de Sp2n, il vient e
�J + J � = 0 =

eS eJ J + J2S =
eS � S :

La matrice S est donc sym�etrique. En v�eri�ant r�eciproquement que toute matrice de la

forme exp(JS), avec S sym�etrique, est dans Sp2n, on a donc l'assertion suivante:

Sp2n poss�ede
n(n + 1)

2

g�en�erateurs qui sont de la forme J S o�u S est sym�etrique.

Pour ce qui nous concerne, nous appliquons ce dernier r�esultat au groupe Sp6; en fait, nous

ne nous int�eressons qu'au sous{groupe G des matrices de Sp6 ayant la forme donn�ee par

l'�equation 1.43
11
. En cherchant les g�en�erateurs � du groupe G sous la forme � = J S o�u S

est une matrice sym�etrique 6�6, puis en ajoutant �a cela la condition suppl�ementaire impos�ee

par la forme particuli�ere des matrices de G, on peut prouver sans di�cult�e que le groupe

G poss�ede exactement 15 g�en�erateurs (alors que Sp6 poss�ede 6�7=2=21 g�en�erateurs). Plus

pr�ecis�ement, on a le r�esultat suivant: si R est un �el�ement de G voisin de l'identit�e, alors il

existe une matrice � unique telle que

R = exp(�) avec � =

0
BBBBBBBBBBB@

�1 �2 �7 �8 0 �11

�3 ��1 �9 �10 0 �12

��10 �8 �4 �5 0 �13

�9 ��7 �6 ��4 0 �14

��12 �11 ��14 �13 0 �15

0 0 0 0 0 0

1
CCCCCCCCCCCA
: (1.46)

10. Ceci est toujours possible car J est inversible et d'inverse J�1=�J .
11. On v�eri�e facilement que le sous{ensemble de Sp6 constitu�e des matrices R de la forme0
BBBBB@

R1;1 R1;2 R1;3 R1;4 0 R1;6

R2;1 R2;2 R2;3 R2;4 0 R2;6

R3;1 R3;2 R3;3 R3;4 0 R3;6

R4;1 R4;2 R4;3 R4;4 0 R4;6

R5;1 R5;2 R5;3 R5;4 1 R5;6

0 0 0 0 0 1

1
CCCCCA est un sous{groupe multiplicatif de Sp6.
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Symplecticit�e du mapping d�e�nissant l'�evolution d'un syst�eme Hamiltonien

Soit un syst�eme dynamique �a n degr�es de libert�e q1; : : : ; qn. On note z le vecteur 2n{

dimensionnel (q1; p1; : : : ; qn; pn) o�u les pi sont comme �a l'accoutum�ee les moments canoni-

quement conjugu�es aux coordonn�ees qi; t d�esigne la variable ind�ependante et H(z; t) l'Ha-
miltonien du syst�eme. On noteM le mapping d�e�ni par H; de fa�con plus pr�ecise,M(z0; t)

est la fonction vectorielle qui, �a l'instant t, donne la position du syst�eme dans l'espace des

phases si celui{ci avait �a l'instant initial la position z0. En�n, on appelleM(z0; t) la matrice

Jacobienne de M en z0 et �a l'instant t:

Mi;j(z0; t) =

 
@Mi

@z0j

!
(z0;t)

; 1 � i � n ; 1 � j � n :

Pour toute condition initiale z0 et tout instant t, on d�emontre alors que la matriceM(z0; t)

est symplectique (th�eor�eme de Liouville); on dira aussi, de fa�con plus simple, que lemapping

M est symplectique (tout en restant bien conscient que la symplecticit�e n'est pas une

propri�et�e du groupe engendr�e par les transformations associ�ees �a l'Hamiltonien H mais se

r�ef�ere au groupe engendr�e par les matrices Jacobiennes de ces transformations). Pour ce

faire, nous consid�erons la fonction matricielle f suivante:

t �! f(t) = fM(z0; t)JM(z0; t) o�u z0 est �x�e.

On a 8z0 M(z0; t=0) = z0, soit M(z0; 0) = 1, soit f(0) = J . A�n de d�emontrer le r�esultat

�enonc�e, il su�t donc de prouver la nullit�e de la d�eriv�ee de la fonction f par rapport au

param�etre t. Soit (a; b) deux entiers dans f1; : : : ; 2ng, on a

f 0a;b(t) = @t

�
@Mc

@z0a
Jc;d

@Md

@z0b

�
12:

En �ecrivant les �equations du mouvement sous la forme matricielle

@tM(z0; t) = J
�!rH o�u

�!rH def
=

�
@z1H; : : : ; @z2nH

�
(z=M(z0;t);t)

;

il vient

f 0a;b(t) = Jc;iJc;d
@Md

@z0b

@

z0a

�
@ziH(M(z0; t); t)

�
+ Jc;dJd;i

@Mc

@z0a

@

z0b

�
@ziH(M(z0; t); t)

�
;

soit

f 0a;b(t) = Jc;iJc;d
@Md

@z0b

@Mj

@z0a

@2H
@zi@zj

+ Jc;dJd;i
@Mc

@z0a

@Mj

@z0b

@2H
@zi@zj

:

12. Lorsque dans cette expression et dans toutes celles qui vont suivre, un indice muet est r�ep�et�e deux

fois, ceci signi�e que l'on doit sommer sur ce même indice.
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On note S(z; t) la matrice Hessienne de H (matrice des d�eriv�ees secondes de H par rapport

�a z0). D'apr�es ce qui pr�ec�ede, il vient

f 0a;b(t) =

�fM (z0; t)S(M(z0; t); t)
eJJM(z0; t) +

fM(z0; t)J
2S(M(z0; t); t)M(z0; t)

�
a;b

:

Mais J2 = �1 ; eJJ = �J2 = 1, soit f 0 = 0.

Relations de symplecticit�e

Dans ce dernier paragraphe, on se propose d'exhiber les di��erentes contraintes qu'im-

pose la symplecticit�e du mappingM sur les six quantit�es R(0)
, R(1)

, R(2)
, T (0)

, T (1)
et U (0)

introduites �a la sous{section 1.3.3.

On consid�ere de nouveau la fonction vectorielleM(X0; s;�) ainsi que les quatre quantit�es

(�X;R; T; U) d�e�nies �a la sous{section 1.3.2. Comme au paragraphe pr�ec�edent, on note

M(X0; s;�) la matrice Jacobienne de M. Pour toute abscisse s, tout vecteur X0 et tout

param�etre �, on a donc par symplecticit�e du mapping M

fM(X0; s;�)JM(X0; s;�) = J : (1.47)

Si maintenant k; l sont deux entiers dans f1; : : : ; 6g, on d�e�nit les matrices Tk(s;�) et

Uk;l(s;�) de la fa�con suivante:

8>>>>>><
>>>>>>:

Tk(s;�)
def
=

1

2

 
@M

@X0k

!
(X0=0)

=

�
Ti;j;k(s;�)

�
1 � i � 6

1 � j � 6

Uk;l(s;�)
def
=

1

6

 
@2M

@X0k@X0l

!
(X0=0)

=

�
Ui;j;k;l(s;�)

�
1 � i � 6

1 � j � 6

:

Les secondes �egalit�es dans ces deux derni�eres �equations viennent de la d�e�nition de la

matrice M en fonction de M ainsi que de celles des tenseurs T et U (sous{section 1.3.2);

on remarquera en�n que R(s;�) =M(X0=0; s;�). Ceci �etant dit, en �ecrivant l'�egalit�e 1.47

en X0=0, en la d�erivant une premi�ere puis une seconde fois par rapport �a X0, on obtient

ainsi8>>><
>>>:

eRJ R = J

fTk J R+
eRJ Tk = 0 ; 1 � k � 6

gUk;l J R +
eRJ Uk;l + 2=3

�fTk J Tl +fTl J Tk� = 0 ; 1 � k � 6 ; 1 � l � 6 :

(1.48)

Ces derni�eres �egalit�es �etant valables pour un jeu quelconque de param�etres �, on obtient

�nalement, par di��erenciation par rapport �a �, les relations dites de symplecticit�e liant les
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six quantit�es R(0)
, R(1)

, R(2)
, T (0)

, T (1)
et U (0)

. On a pour toute abscisse s et toute \optique

de design �0"8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

gR(0)
(s;�0)J R

(0)
(s;�0) = J

gR(1)
(s;�0)J R

(0)
(s;�0) +

gR(0)
(s;�0)J R

(1)
(s;�0) = 0

gR(2)
(s;�0)J R

(0)
(s;�0) +

gR(0)
(s;�0)J R

(2)
(s;�0) +

gR(1)
(s;�0)J R

(1)
(s;�0) = 0

g
T
(0)
k (s;�0)J R

(0)
(s;�0) +

gR(0)
(s;�0)J T

(0)
k (s;�0) = 0

g
T
(1)
k (s;�0)J R

(0)
(s;�0) +

gR(0)
(s;�0)J T

(1)
k (s;�0)+g

T
(0)
k (s;�0)J R

(1)
(s;�0) +

gR(1)
(s;�0)J T

(0)
k (s;�0) = 0

g
U
(0)
k;l (s;�0)J R

(0)
(s;�0) +

gR(0)
(s;�0)J U

(0)
k;l (s;�0)+

2=3
� g
T
(0)
k (s;�0)J T

(0)
l (s;�0) +

g
T
(0)
l (s;�0)J T

(0)
k (s;�0)

�
= 0 :

(1.49)

On ne donnera pas les relations explicites (c.{�a{d. �el�ement de matrice par �el�ement de

matrice) qu'impliquent ces derni�eres �equations car la liste en est longue et sans grand

int�erêt pour ce qui nous concernera par la suite. On insistera juste sur le point suivant: si

l'on note Q la matrice R(1)
(R(0)

)
�1
, alors la seconde �egalit�e dans l'�equation 1.49 implique

la relation eQJ + J Q = 0 :

D'apr�es le paragraphe \Groupe symplectique" de cette même sous{section, on en d�eduit

donc que Q a la même forme que la matrice � de l'�equation 1.46.
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Chapitre 2

Calcul de mappings et traitement des

erreurs dans une ligne de focalisation

�nale: erreurs de champ,

d�eplacements et rotations des

aimants

Ce chapitre correspond au passage de l'�etape II dont les principaux objectifs ont �et�e

�evoqu�es dans l'introduction de ce manuscrit, �a savoir: le calcul en bout de ligne de toutes

les d�eriv�ees premi�eres de l'o�set �X et de la matrice R par rapport aux erreurs ainsi que

celui des d�eriv�ees secondes des �el�ements de matrice R11 et R33. Comme nous l'avons vu �a

la sous{section 1.3.3, l'�evaluation des quantit�es (�X(1)
, �X(2)

, R(0)
, R(1)

, R(2)
, T (0)

, T (1)
,

U (0)
) pour chacun des aimants de la ligne consid�er�ee permet, par concat�enation successive,

d'aboutir �a nos �ns. Les di��erentes erreurs susceptibles d'a�ecter un aimant donn�e seront

alors s�epar�ees en deux cat�egories bien distinctes puis trait�ees de deux mani�eres compl�ete-

ment di��erentes.

Nous nous int�eresserons dans un premier temps aux erreurs de champ des di��erents �el�e-

ments magn�etiques de la ligne et nous nous restreindrons �a celles ayant un e�et non nul

sur les huit quantit�es pr�ec�edemment cit�ees. La m�ethode utilis�ee sera de type di��erentielle,

se basant sur un d�eveloppement perturbatif de l'�equation du mouvement. Cette m�ethode

sera d�ecrite en d�etail dans la premi�ere section puis appliqu�ee �a l'�etude des 2m{pôles droits

avec erreurs de champ (section 2.2).

Dans un second temps (section 2.3), nous nous attacherons �a l'�etude des d�efauts d'ali-
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gnement (erreurs dites g�eom�etriques) de ces aimants. Six param�etres ind�ependants seront

alors n�ecessaires pour l'analyse compl�ete de ces d�efauts, �a savoir: trois param�etres d�ecri-

vant la translation en bloc de l'�el�ement consid�er�e et trois angles d�e�nissant son orientation

dans l'espace Euclidien �a trois dimensions. La m�ethode utilis�ee sera de type purement

g�eom�etrique.

2.1 Algorithme de calcul

L'objet de cette section est de fournir un algorithme de calcul pour les di��erentes

quantit�es (�X(1); �X(2); R(0); R(1); R(2); T (0); T (1); U (0)
) introduites au chapitre pr�ec�edent.

2.1.1 Rappels et notations

On reprend les notations de la section 1.3. L'�equation du mouvement s'�ecrit (cf. 1.40)

dX

ds
= F (X; s;�)

def
= F0(s;�)+F1(s;�)(X)+F2(s;�)(X;X)+F3(s;�)(X;X;X)+� � � (2.1)

o�u les quatre quantit�es F0, F1, F2 et F3 (qui sont respectivement un vecteur 6{dimensionnel,

une matrice 6�6, un tenseur 6�6�6 sym�etrique par rapport �a ses deux derniers indices et
un tenseur 6�6�6�6 sym�etrique par rapport �a ses trois derniers indices) sont d�e�nies par8>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>:

F0(s;�)
�
i

= Fi(X=0; s;�) = Jim

 
@g

@Xm

!
(X=0;s;�)

F1(s;�)
�
i;j

=

@Fi

@Xj

(X=0; s;�) = Jim

 
@2g

@Xj@Xm

!
(X=0;s;�)

F2(s;�)
�
i;j;k

=

1

2

@Fi

@Xj@Xk

(X=0; s;�) =

Jim

2

 
@3g

@Xj@Xk@Xm

!
(X=0;s;�)

F3(s;�)
�
i;j;k;l

=

1

6

@Fi

@Xj@Xk@Xl

(X= 0; s;�) =

Jim

6

 
@4g

@Xj@Xk@Xl@Xm

!
(X=0;s;�)

:

(2.2)

Tout comme dans la section 1.3, on consid�ere un d�eveloppement des quantit�es F0; F1; F2

et F3 autour d'une optique de design caract�eris�ee par un jeu de param�etres �0 qui v�eri�ent

la condition 1.41: 8>>>>>>><
>>>>>>>:

F0(s;�) = F
(0)
0 (s) + F

(1)
0 (s) + F

(2)
0 (s) + � � �

F1(s;�) = F
(0)
1 (s) + F

(1)
1 (s) + F

(2)
1 (s) + � � �

F2(s;�) = F
(0)
2 (s) + F

(1)
2 (s) + � � �

F3(s;�) = F
(0)
3 (s) + � � �

(2.3)
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o�u, pour tout i et tout j, F
(j)
i =

1

j!

�@Fi
@�

�
�0
��j :

En particulier, on a donc F
(0)
0 (s)

2:3
= F0(s;�0)

2:2
= F (X=0; s;�0)

1:41
= 0.

Ceci �etant dit, on rappelle que l'on �ecrit la solution de 2.1 sous la forme suivante:

X(s) = �X(s;�) +R(s;�)(X0) + T (s;�)(X0;X0) + U(s;�)(X0;X0;X0) + � � �

avec

8>>>>>>><
>>>>>>>:

�X(s;�)=�X(1)
(s) + �X(2)

(s) + � � �
R(s;�) =R(0)

(s) +R(1)
(s) +R(2)

(s) + � � �
T (s;�) =T (0)

(s) + T (1)
(s) + � � �

U(s;�) =U (0)
(s) + � � � :

(2.4)

En�n, puisque X(0) = X0, les conditions initiales de ces di��erentes quantit�es sont les

suivantes: 8>>>>>>><
>>>>>>>:

�X(0;�)=0 soit �X(1)
(0) = �X(2)

(0) = 0

R(0;�) =1 soit R(0)
(0) = 1 et R(1)

(0) = R(2)
(0) = 0

T (0;�) =0 soit T (0)
(0) = T (1)

(0) = 0

U(0;�) =0 soit U (0)
(0) = 0 :

(2.5)

2.1.2 M�ethodes de calcul

A l'aide des d�e�nitions de la sous{section pr�ec�edente, nous pouvons alors exhiber les

huit �equations di��erentielles v�eri��ees par les huit objets (�X(1)
(s), �X(2)

(s),R(0)
(s),R(1)

(s),

R(2)
(s), T (0)

(s), T (1)
(s), U (0)

(s)). En e�et, rempla�cons dans l'�equation di��erentielle 2.1 les

quantit�es F0, F1, F2 et F3 par leur d�eveloppement en fonction de l'erreur �� (�equation

2.3) et faisons de même pour le vecteur X (d�eveloppement 2.4 en fonction de X0 et ��).

Alors, si de part et d'autre de l'�egalit�e 1.40 on identi�e les termes de même homog�en�eit�e

en (X0; ��), on aboutit aux �equations recherch�ees, les conditions initiales �etant donn�ees

quant �a elles par les relations 2.5
1
:

8>>>><
>>>>:
�X(1)

(0)=0 et

d �X(1)

d s
=F

(0)
1 �X(1)

+ F
(1)
0

�X(2)
(0)=0 et

d �X(2)

d s
=F

(0)
1 �X(2)

+ F
(2)
0 + F

(1)
1 �X(1)

+ F
(0)
2 (�X(1); �X(1)

)

1. Les notations tensorielles utilis�ees sont celles de la sous{section 1.3.3.
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8>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

R(0)
(0) = 1 et

dR(0)

d s
= F

(0)
1 R(0)

R(1)
(0) = 0 et

dR(1)

d s
= F

(0)
1 R(1)

+ F
(1)
1 R(0)

+ 2 F
(0)
2 (R(0); �X(1)

)

R(2)
(0) = 0 et

dR(2)

d s
= F

(0)
1 R(2)

+ F
(1)
1 R(1)

+ F
(2)
1 R(0)

+

2

�
F
(0)
2 (R(1); �X(1)

) + F
(0)
2 (R(0); �X(2)

)+

F
(1)
2 (R(0); �X(1)

)

�
+ 3 F

(0)
3 (R(0); �X(1); �X(1)

)

8>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:

T (0)
(0)=0 et

dT (0)

d s
=F

(0)
1 T (0)

+ F
(0)
2 (R(0); R(0)

)

T (1)
(0)=0 et

dT (1)

d s
=F

(0)
1 T (1)

+ F
(1)
1 T (0)

+ 2

��
F
(0)
2 (R(1); R(0)

)

�
Sym

+

F
(0)
2 (T (0); �X(1)

)

�
+ F

(1)
2 (R(0); R(0)

)+

3 F
(0)
3 (R(0); R(0); �X(1)

)8>><
>>:
U (0)

(0) = 0 et

dU (0)

d s
= F

(0)
1 U (0)

+ 2

�
F
(0)
2 (R(0); T (0)

)

�
Sym

+

F
(0)
3 (R(0); R(0); R(0)

) :

(2.6)

On note (Qi; 1� i�7) les sept quantit�es (�X(1); �X(2); R(1); R(2); T (0); T (1); U (0)
); d'apr�es les

�equations pr�ec�edentes, on voit alors ais�ement que chaque Qi v�eri�e une �equation di��eren-

tielle lin�eaire inhomog�ene du premier ordre de la forme

8><
>:
Qi(0) = 0

dQi

d s
= F

(0)
1 Qi +Gi

(2.7)

o�u Gi est un objet du même type que Qi (vecteur, matrice ou tenseur �a 3 ou 4 indices)

qui d�epend des quantit�es F
(l)
k et (Qj; j < i). Maintenant, si l'on se souvient que la matrice

R(0)
v�eri�e l'�equation (dR(0)=ds) = F

(0)
1 R(0)

avec R(0)
(0) = 1, on montre alors facilement

que la solution de l'�equation di��erentielle 2.7 s'�ecrit
2

Qi(s) = R(0)
(s)

Z s

0
ds0
�
R(0)

(s0)
��1

Gi(s
0
) : (2.8)

2. La matrice R(0)(s) est symplectique pour tout s, donc inversible et d'inverse (cf. sous{section 1.3.4)

�
R(0)(s)

�
�1

= �J gR(0)(s) J :
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En supposant que l'on connaisse la matrice R(0)
(s) pour tout s, on est donc capable,

d'apr�es 2.8, de r�esoudre les sept �equations di��erentielles v�eri��ees par les sept quantit�es

(�X(1); �X(2); R(1); R(2); T (0); T (1); U (0)
) �a condition de proc�eder dans l'ordre pr�ed�e�ni par la

succession des relations 2.6.

2.1.3 Cas d'un Hamiltonien ne pr�esentant aucun terme lin�eaire

dans les variables canoniques

Pla�cons nous ici dans le cas particulier o�u l'Hamiltonien g commence de fa�con direc-

tement quadratique dans les variables canoniques; la fonction vectorielle F0 d�e�nie par

F0(s;�)
def
= F (X = 0; s;�)

def
=

�
J
�!rg

�
X=0

(�equation 2.2) est alors partout nulle.

En reprenant l'�equation du mouvement 2.1 avec F0 = 0,

dX=ds = F1(s;�)(X) + F2(s;�)(X;X) + F3(s;�)(X;X;X) + � � � ;

puis en se rappelant de l'�ecriture formelle de sa solution sous la forme d'un d�eveloppement

dans les conditions initiales X0 (�equation 1.42),

X(s) = �X(s;�) +R(s;�)(X0) + T (s;�)(X0;X0) + U(s;�)(X0;X0;X0) + � � � ;

on obtient ais�ement les quatre �equations di��erentielles que v�eri�ent les quatre quantit�es �X,

R, T , et U , et sans faire appel au d�eveloppement perturbatif en �� invoqu�e pr�ec�edemment.

On a d'une part

d�X=ds = F1 �X avec �X(0;�) = 0 ; soit �X(s;�) = 0 : (2.9)

Lorsque l'Hamiltonien ne contient aucun terme lin�eaire, l'o�set associ�e �a cette dynamique

est donc le vecteur nul et nous pouvons prouver ais�ement que la r�eciproque est vraie.

Munis de cette nouvelle information, nous obtenons �nalement les �equations que v�eri�ent

les matricesR, T , U et qui sont formellement identiques �a celles relatives aux trois quantit�es

R(0)
, T (0)

et U (0)
pr�ec�edemment d�e�nies:

8>>><
>>>:
dR=ds = F1 R avec R(0;�) = 1

dT=ds = F1 T + F2 (R;R) avec T (0;�) = 0

dU=ds = F1 U + 2

�
F2(R;T )

�
Sym

+ F3(R;R;R) avec U(0;�) = 0 :

(2.10)

Il faut donc insister sur le fait important suivant: la m�ethode perturbative d�evelopp�ee �a la

sous{section pr�ec�edente ne trouve aucune utilit�e lorsque l'Hamiltonien ne contient aucun

terme lin�eaire dans les variables canoniques ou, ce qui est �equivalent, lorsque l'o�set �X
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est partout nul. Cette derni�ere remarque �etait en fait sous{jacente d�es l'�ecriture des pre-

mi�eres formules de concat�enation du chapitre 1 (�equation 1.44) qui montraient la di�cult�e

d'e�ectuer le produit alg�ebrique de deux mappings lorsque l'o�set �X1 associ�e au premier

d'entre eux �etait non nul.

2.2 Les 2m{pôles parfaits droits

2.2.1 Classi�cation des erreurs de champ dans les 2m{pôles

Dans cette section, on d�esire appliquer les r�esultats pr�ec�edents aux 2m{pôles parfaits

droits (1�m� 3) avec erreur de champ 2m{polaire droit et erreurs de champ 2n{polaire

droit et tourn�e (n > m). Pratiquement, on est amen�e �a faire les deux hypoth�eses suivantes:

{ la courbure h(s) de la courbe de r�ef�erence C est constante par morceau, donc C est une
suite de segments droits et d'arcs de cercle; plus pr�ecis�ement, h=0 pour les �el�ements

optiques droits (drift, quadrupôle, hexapôle, . . . ) et h6=0 pour les �el�ements optiques

de courbure, c'est �a dire les dipôles.

{ lorsque l'on consid�ere un 2(m+1){pôle droit et parfait, le jeu de param�etres �0 carac-

t�erisant l'optique de design se limite �a la constante K+
m=A+

m=(p0=q) (les constantes

A+
m sont celles qui d�e�nissent les potentiels vecteurs longitudinaux du tableau 1.2);

de plus, dans le cas du dipôle droit, on impose K+
0 =h (cf. condition 1.41). En�n,

le jeu de param�etres �� d�e�nissant les 
uctuations de l'optique r�eelle par rapport �a

l'optique de design sera le jeu de constantes (�K+
m ; �K�

n ;m<n).

Nous ne consid�ererons donc pas ici de 2(m+ 1){pôles droits poss�edant une l�eg�ere compo-

sante 2(m+1){polaire tourn�ee �K�
m ou certaines composantes 2(n+1){polaires (�K�

n ;n<m)

droites ou tourn�ees. En e�et, ce type d'erreur peut être aussi interpr�et�e comme un d�efaut

d'alignement de l'�el�ement consid�er�e et rentre donc dans la cat�egorie des erreurs dites g�eo-

m�etriques trait�ees �a la section 2.3.

{ Un 2(m+1){pôles droits poss�edant une petite composante 2(m+1){polaire tourn�ee �K�
m

peut être aussi trait�e comme un pur 2(m + 1){pôles de même force K+
m mais ayant subi

une l�eg�ere rotation autour de son axe propre par un angle � � �1=m�K�
m=K

+
m.

{ Un quadrupôle poss�edant une composante dipolaire droite ou tourn�ee �K�
0 peut être aussi

consid�er�e comme un pur quadrupôle de même force mais d�ecentr�e horizontalement ou ver-

ticalement par une quantit�e �x = � �K+
0 =�K

+
1 ou �y = � �K�

0 =�K
�
1 (ces �equivalences �etant

obtenues �a partir d'un calcul simple fait sur les potentiels vecteurs longitudinaux donn�es
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dans le tableau 1.1).

{ En revanche, le raisonnement pr�ec�edent se complique quelque peu dans le cas d'un hexa-

pôle dont le champmagn�etique poss�ede de petites composantes dipolaires et quadrupolaires

�K�
0;1. En e�et, si un pur hexapôle est d�eplac�e transversalement d'une quantit�e �x, le champ

magn�etique pr�es de l'axe poss�ede, outre sa composante hexapolaire d'origine, et une com-

posante quadrupolaire (de force proportionnelle �a �x), et une composante dipolaire (/ �x2)

qui est n�ecessairement reli�ee �a la pr�ec�edente. A�n de parvenir aux �equivalences souhait�ees,

nous faisons appel �a deux autres param�etres ind�ependants rentrant dans la cat�egorie des

erreurs g�eom�etriques: l'angle azimutal � et l'angle d'�el�evation � qui d�ecrivent les rotations

de l'aimant consid�er�e respectivement autour de l'axe vertical et autour de l'axe horizontal,

le point d'entr�ee de l'�el�ement restant invariant. Si donc on consid�ere un pur hexapôle droit

de force K+
2 = B+

2 =(p0=q) et poss�edant les d�efauts d'alignement (dx; �; dy; �), le potentiel

vecteur longitudinal s'�ecrit de la fa�con suivante dans les coordonn�ees spatiales d'origine

(cf. Tab. 1.1):

As = �B+
2 =6

�
(x� �x� �s)3 � 3 (x� �x� �s) (y � �y � �s)

2
�
:

En int�egrant cette relation le long de l'hexapôle de longueur L puis en se r�ef�erant au tableau

1.1, on prouve ais�ement que le potentiel vecteur consid�er�e ici n'est ni plus ni moins que celui

cr�e�e par un hexapôle droit de force K+
2 , centr�e mais poss�edant des composantes dipolaires

et quadrupolaires droites et tourn�ees �K�
0;1 dont les forces moyenn�ees sont respectivement

�K+
0 = K+

2 =2

��
(�x+ �L=2)

2
+ �2L2=12

�
�
�
(�y + �L=2)

2
+ �2L2=12

��
�K�

0 = K+
2

�
(�x+ �L=2) (�y + �L=2) + ��L2=12

�
�K+

1 = �K+
2 (�x+ �L=2)

�K�
1 = �K+

2 (�y + �L=2) :

{ Ce même type d'argument tombe en d�efaut dans le cas de l'octupôle ou, d'une mani�ere

g�en�erale, dans le cas des 2m{pôles, m � 4, poss�edant de petites composantes 2n{polaires

droites et tourn�ees, n < m. N�eanmoins, ces types d'aimants n'�etant �a l'heure actuelle ja-

mais utilis�es dans les syst�emes de focalisation �nale, leur �etude sera d�elib�er�ement laiss�ee

de côt�e dans ce manuscrit.

Revenons maintenant �a la suite de notre expos�e. Comme nous le remarquions �a la sous{

section 1.1.3, le potentiel vecteur du 2(m + 1){pôle parfait d�e�ni ci{dessus (droit et avec

erreurs de champ �K = (�K+
m; �K

�
n ;m<n)) est ind�ependant de l'abscisse s et devient donc

purement longitudinal, soit Kx;y=0 dans l'�equation 1.38 qui d�ecrit l'Hamiltonien �electro-

magn�etique g. Par cons�equent, au sein de l'�el�ement optique consid�er�e, g est ind�ependant
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de l'abscisse s et varie lin�eairement avec les d�efauts de champ �K de l'aimant consid�er�e:

g(X;K+
m; �K)

1:38
= �(1+hx)

2
64
vuut 1

�0
+ �

!2
� 1

�20

2
0

� cPx2 � cPy2 +Ks(x; y;K
+
m; �K)

3
75+ �

�0
+1

o�u la force Ks
def
= As=(p0=q) est ind�ependante de l'abscisse s et varie lin�eairement avec

les erreurs de champ �K. En ce qui concerne les quantit�es F
(j)
i introduites �a la section

pr�ec�edente,

F
(j)
i

def
=

�Kj

j!

 
@jFi

@�K

!
�K=0

avec (Fi)k1;:::;ki
def
=

1

i!

 
@iF

@Xk1 : : : @Xki

!
X=0

et F (X;K+
m; �K)

def
= J

�!rg ;

on obtient donc les deux conditions suivantes:

@sF
(j)
i = 0 ; i�0 ; j�0 et F

(j)
i = 0 ; i�0 ; j>1 :

La premi�ere de ces conditions rend alors possible un calcul analytique de la matrice R(0)

(r�esolution d'une �equation lin�eaire du premier ordre �a coe�cients constants). La solution

pour R(0)
est en e�et R(0)

(s)=exp(F
(0)
1 s) et tout se r�esume donc �a un calcul d'exponentiel

de matrice; de plus, par le r�esultat d'un tel calcul, les �el�ements de matrice de R(0)
sont

de simples combinaisons polynômiales de fonctions trigonom�etriques et hyperboliques et

on a donc acc�es, via l'�equation 2.8, �a des expressions analytiques pour les sept quantit�es

(�X(1); �X(2); R(1); R(2); T (0); T (1); U (0)
)
3
.

C'est ainsi que nous proc�ederons dans toute la suite de cette section; vu la grosseur des

calculs analytiques mis en jeu, nous avons utilis�e le logiciel de math�ematiques formelles

MAPLE [15] et pour des raisons �evidentes nous ne donnerons ici que les r�esultats obtenus

sans jamais d�etailler les calculs.

En�n, comme nous l'avions d�ej�a annonc�e �a la sous{section 1.3.2, remarquons que l'algo-

rithme de calcul pr�esent�e pr�ec�edemment n�ecessite uniquement la connaissance des quatre

objets F0, F1, F2 et F3: ce sont l�a des quantit�es que nous poss�edons puisque, par la

table 1.2, nous avons le potentiel vecteur longitudinal �a l'ordre 4 en (x; y) et donc l'Ha-

miltonien g �a l'ordre 4 en X via l'�equation 1.38. Plus pr�ecis�ement, seules les quantit�es

(F
(1)
0 ; F

(0)
1 ; F

(1)
1 ; F

(0)
2 ; F

(1)
2 ; F

(0)
3 )

4
donnent une contribution non nulle dans le calcul des

sept objets (�X(1); �X(2); R(1); R(2); T (0); T (1); U (0)
). En outre, au vu du tableau 1.2, nous sa-

vons que les erreurs de champ 2(n+ 1){polaire du type (�K�
n ; n�3) donnent au potentiel

vecteur longitudinal As et donc �a l'Hamiltonien g des contributions suppl�ementaires du

3. Tout ce qui pr�ec�ede s'applique �evidemment aux 2m{pôles tourn�es parfaits avec erreurs de champ.

4. Comme nous le remarquions plus haut, on a F
(2)
0 =F

(2)
1 =0 pour les 2m{pôles parfaits.
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type �K�
n x

k yl avec k + l � n + 1 � 4. De tels d�efauts n'in
uent donc nullement sur les

quantit�es (F
(1)
0 ; F

(0)
1 ; F

(1)
1 ; F

(0)
2 ; F

(1)
2 ; F

(0)
3 ). Par cons�equent, nous pouvons �enum�erer d�es �a

pr�esent le nombre et le type d'erreurs de champ �a prendre en compte pour l'�etude du dipôle

droit, du quadrupôle droit et de l'hexapôle droit:

{ le dipôle droit: erreur de champ dipolaire droit �K+
0 , erreurs de champ quadrupolaire

droit et tourn�e �K�
1 , erreurs de champ hexapolaire droit et tourn�e �K�

2 , soit cinq

erreurs de champ au total.

{ le quadrupôle droit: erreur de champ quadrupolaire droit �K+
1 , erreurs de champ

hexapolaire droit et tourn�e �K�
2 , soit trois erreurs de champ au total.

{ l'hexapôle droit: erreur de champ hexapolaire droit �K+
2 , soit une seule erreur de

champ.

2.2.2 Le dipôle droit �a entr�ee et sortie normales

.

0: centre de courbure✛

ρ  =
 1

/h
 : 

ra
yo

n 
de

 c
ou

rb
ur

e

B

α

α : angle de 

L = αρ :
 longueur

deviation’

du dipole^

Courbe de reference
’’

Fig. 2.1 { Le dipôle �a entr�ee et sortie normales

Hamiltonien

Nous consid�erons ici un dipôle parfait droit, �a entr�ee et sortie normales, encore appel�e S-

bend (cf. Fig. 2.1). On note h=1=� la courbure de C pour la section de longueur L comprise

entre l'entr�ee et la sortie du dipôle; �=hL repr�esente donc l'angle de d�eviation de la courbe

r�ef�erence entre l'entr�ee et la sortie du S-bend. En�n, K+
0 =h, �K+

0 ; �K
�
1 et �K�

2 d�esignent

respectivement la force du dipôle, l'erreur de champ dipolaire droit, les erreurs de champ
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quadrupolaire droit et tourn�e et les erreurs de champ hexapolaire droit et tourn�e. Avec ces

notations, l'Hamiltonien du dipôle s'�ecrit (cf. �equation 1.38 et Tab. 1.2)

g(X;K+
0 ; �K)=�(1 + hx)

2
64
vuut 1

�0
+ �

!2
� 1

�20

2
0

� cPx2 � cPy2 +Ks(x; y;K
+
0 ; �K)

3
75

+

�

�0
+ 1

(2.11)

o�u Ks(x; y;K
+
0 ; �K)=�( h + �K+

0 )x+
1

2

h ( h + �K+
0 )x2

1 + h x
+

1

2

�K+
1 ( y2 � x2 )+

1

6

h �K+
1 x

3 � 1

24

h
2 �K+

1 ( 4x4 � y4 ) + �K�
1 x y�

1

6

h �K�
1 y

3
+

1

3

h
2 �K�

1 x y
3 � 1

6

�K+
2 (x3 � 3x y2 )+

1

24

h �K+
2 (x4 � y4 ) +

1

6

�K�
2 ( 3x2 y � y3 )� 1

6

h �K�
2 x y

3
+ �(5) :

(2.12)

On d�e�nit en�n les quatre constantes suivantes:

cx = cos( hL ); sx =
sin( hL )

h

; dx =
1 � cx

h
2 et J1 =

L� sx

h
2 :

O�sets

Les seules d�eriv�ees premi�eres et secondes non nulles de l'o�set �X par rapport aux

erreurs de champ sont les suivantes:

{ la d�eriv�ee premi�ere par rapport �a �K+
0

@�X

@�K+
0

=

 
�dx;�sx; 0; 0;

hJ1

�0
; 0

!
:

{ la d�eriv�ee seconde par rapport �a �K+
0

@2�X

@2�K+
0

=

�
h d2x ; 0 ; 0 ; 0 ; �2

J1

�0
; 0

�
:

{ la d�eriv�ee seconde par rapport �a �K+
0 et �K+

1

@2�X

@�K+
0 @�K

+
1

=

 
dx � 1=2L sx

h2
;
sx � L cx

2 h2
; 0 ; 0 ;

3=2 sx � 3=2L cx� L h2 dx

h3 �0
; 0

!
:

{ la d�eriv�ee seconde par rapport �a �K+
0 et �K�

1

@2�X

@�K+
0 @�K

�
1

=

 
0 ; 0 ;

dx � 1=2L2

h2
; �J1 ; 0 ; 0

!
:
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Matrices R

La matrice R(0)
du dipôle parfait sans erreurs de champ est donn�ee par

R(0)
=

0
BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

cx sx 0 0 0

h dx

�0

�h2 sx cx 0 0 0

h sx

�0

0 0 1 L 0 0

0 0 0 1 0 0

� h sx

�0
� h dx

�0
0 0 1 � h

2 J1

�0
2 +

L

�0
2 
02

0 0 0 0 0 1

1
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

:

Les seules d�eriv�ees premi�eres et secondes non nulles de la matriceR par rapport aux erreurs

de champ sont les suivantes:

{ la d�eriv�ee premi�ere par rapport �a �K+
0

@R

@�K+
0

=

0
BBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

�h s2x �h sx dx 0 0 0
cx dx

�0

�h sx 0 0 0 0 0

0 0 0 �h J1 0 0

0 0 0 0 0 0

0
dx

�0
0 0 0 h J1

0 0 0 0 0 0

1
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

:

{ la d�eriv�ee premi�ere par rapport �a �K+
1

@R

@�K+
1

=

0
BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

� 1=2L sx
L cx � sx

2 h2
0 0 0 �

dx � 1=2L sx

�0 h

�
sx + L cx

2
�

1

2
L sx 0 0 0 �

sx � L cx
2 h �0

0 0
1

2
L2

1

6
L3 0 0

0 0 L
1

2
L2 0 0

sx � L cx
2 h �0

dx � 1=2L sx

�0 h
0 0 0

3 J1 � Ldx

2 �0
2

0 0 0 0 0 0

1
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

:
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{ la d�eriv�ee premi�ere par rapport �a �K�
1

@R

@�K�
1

=

0
BBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

0 0 dx J1 0 0

0 0 sx dx 0 0

dx J1 0 0 0 �
dx � 1=2L2

�0 h

sx dx 0 0 0
h J1
�0

0 0 �
h J1

�0

dx � 1=2L2

�0 h
0 0

0 0 0 0 0 0

1
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

:

{ la d�eriv�ee seconde par rapport �a �K+
0

@2R

@2�K+
0

=

0
BBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

0 2 sx dx 0 0 0
h d2x
�0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 2 J1 0 0

0 0 0 0 0 0

�
h s3x
�0

cx s
2
x � 2 dx

h �0
0 0 0

s3x

�0
2 � 2 J1

0 0 0 0 0 0

1
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

:

{ la d�eriv�ee seconde par rapport �a �K+
0 et �K+

1

@2R

@�K+
0 @�K

+
1

=

0
BBBBBBBBBBBBBB@

s2x + dx(�2 + 3h2Lsx)

3h

dx (5sx=6 + L=2� Lcx)� J1

h
0 0 0

dx(10� 4cx) + 3Lsx(cx � 2)

3h2�0

8h2dxsx=3� sx + Lcx

2h

h2sxJ1 + 2dx=3� s2x=3

h
0 0 0

sxdx � 9cxJ1

6�0

0 0 �hJ1L
J1(3� h2L2)� Ldx

2h
0 0

0 0 �hJ1 �hJ1L 0 0

�dx(6L+ sx) + 9J1

6�0

9Lsx + dx(cx � 19)

6h2�0
0 0 0

Ldx
�
10 + 3�0

2
�
� J1

�
9�0

2 + 31� cx
�

6h�0
2

0 0 0 0 0 0

1
CCCCCCCCCCCCCCA

:
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{ la d�eriv�ee seconde par rapport �a �K+
0 et �K�

1

@2R

@�K+
0 @�K

�
1

=

0
BBBBBBBBBBBBBB@

0 0
dx(cx � 2) + Lsx=2

h

J1(4cx � 13) + Ldx + L2sx

4h
0 0

0 0 �
sx � Lcx

2h

3Lsx + L2cx � 8dx

4h
0 0

dx(7cx � 1) + L(L� 4sx)

4h

dx(21sx � 12L)� 27J1

12h
0 0 0

dx(9� 7cx)� 8h2LJ1 � L2

4h2�0
h

2
(J1 � 3sxdx) 3

s2x=2� dx

h
0 0 0

3sxdx � 7J1

2�0

0 0
7J1 � Ldx

2�0

L2(cx + 8)� 8dx � 5Lsx

4h2�0
0 0

0 0 0 0 0 0

1
CCCCCCCCCCCCCCA

:

{ la d�eriv�ee seconde par rapport �a �K+
0 et �K+

2

@2R

@�K+
0 @�K

+
2

=

0
BBBBBBBBBBBBBB@

Lsx=2� dx(2 + cx)=3

h2
Ldx � J1(1 + 2cx)

6h2
0 0 0

dx(5 + cx)� 3Lsx

3h3�0

4h2dxsx=3� sx + Lcx

2h2
dx=3 + h2sxJ1=2� s

2
x=6

h2
0 0 0

sxdx � 3cxJ1

3h�0

0 0
dx � L

2=2

h2
6Ldx � 12J1 � L3

6h2
0 0

0 0 �J1
Lsx � dx � L

2=2

h2
0 0

J1 + dx(sx � 3L)=6

h�0

3Lsx � dx(cx + 5)

6h3�0
0 0 0

5Ldx � J1(cx + 14)

6�0
2h2

0 0 0 0 0 0

1
CCCCCCCCCCCCCCA

:

{ la d�eriv�ee seconde par rapport �a �K+
0 et �K�

2

@2R

@�K+
0 @�K

�
2

=

0
BBBBBBBBBBBBBB@

0 0
Lsx=2� dx

h2
L2sx � Ldx � 3J1

4h2
0 0

0 0
Lcx � sx

2h2
Lsx + L2cx � 4dx

4h2
0 0

dx(cx � 3) + L2

4h2
sxdx � 3J1

4h2
0 0 0

dx(7� cx)� 3L2

4h3�0
J1 � sxdx

2
�
1

2
d2x 0 0 0

sxdx � 3J1

2h�0

0 0
3J1 � Ldx

2h�0

L(3J1 � Ldx)

4h�0
0 0

0 0 0 0 0 0

1
CCCCCCCCCCCCCCA

:
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{ la d�eriv�ee seconde par rapport �a �K+
1

@2R

@2�K+
1

=

0
BBBBBBBBBBBBBBB@

L(sx � Lcx)

4h2
3sx � 3Lcx � h2L2sx

4h4
0 0 0

2dx + L2cx=4� 5Lsx=4

h3�0
sx � Lcx + h2L2sx

4h2
L(sx � Lcx)

4h2
0 0 0

3sx � 3Lcx � h2L2sx

4h3�0

0 0
L4

12

L5

60
0 0

0 0
L3

3

L4

12
0 0

3Lcx + h2L2sx � 3sx

4h3�0

5Lsx=4� 2dx � L
2cx=4

h3�0
0 0 0

7Ldx � 15J1 � L2sx

4h2�0
2

0 0 0 0 0 0

1
CCCCCCCCCCCCCCCA

:

{ la d�eriv�ee seconde par rapport �a �K+
1 et �K�

1

@2R

@�K+
1 @�K

�
1

=

0
BBBBBBBBBBBBBBB@

0 0
L2 + Lsx � 4dx

2h2
L3 + 3Ldx � 15J1

6h2
0 0

0 0
2Lh2dx � 3sx + 3Lcx

2h2
L2 + Lsx � 4dx

2h2
0 0

L2 + Lsx � 4dx

2h2
L3 + 3Ldx � 15J1

6h2
0 0 0

72dx + h2L4 � 24L2 � 12Lsx

24h3�0

2Lh2dx � 3sx + 3Lcx

2h2
L2 + Lsx � 4dx

2h2
0 0 0

L3 + 3Ldx � 15J1

6h�0

0 0
15J1 � L

3 � 3Ldx

6h�0

24L2 + 12Lsx � 72dx � h2L4

24h3�0
0 0

0 0 0 0 0 0

1
CCCCCCCCCCCCCCCA

:

{ la d�eriv�ee seconde par rapport �a �K�
1

@2R

@2�K�
1

=

0
BBBBBBBBBBBBBB@

2dx � Lsx

h2
3J1 � Ldx

h2
0 0 0

L2 + Lsx � 4dx

h3�0
sx � Lcx

h2
2dx � Lsx

h2
0 0 0

3J1 � Ldx

h�0

0 0
L2 � 2dx

h2
L3 � 6J1

3h2
0 0

0 0 2J1
L2 � 2dx

h2
0 0

Ldx � 3J1

h�0

4dx � L2 � Lsx

h3�0
0 0 0

5J1 � Ldx � L3=3

h2�0
2

0 0 0 0 0 0

1
CCCCCCCCCCCCCCA

:

Matrices T

On note T (0)
la matrice T du dipôle parfait sans erreurs de champ; on d�esigne par

T1, T2, T3, T4 et T5 les d�eriv�ees respectives de T par rapport �a �K+
0 , �K

+
1 , �K

�
1 , �K

+
2

et �K�
2 . On rappelle que les matrices T (0)

, T1, T2, T3, T4 et T5 sont des tenseurs �a trois
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indices sym�etriques par rapport �a leurs deux derniers indices; leurs �el�ements de matrice

(i; j; k; j�k) non nuls sont list�es ci{apr�es.

{ Matrice T (0)
:

T
(0)
1;1;1 = �

1

2
h3 s2x

T
(0)
1;1;2 =

1

2
h sx cx

T
(0)
1;1;6 =

1

2

h2 s2x
�0

T
(0)
1;2;2 =

1

2
h cx dx

T
(0)
1;2;6 = �

1

2

sx cx

�0

T
(0)
1;4;4 = �

1

2
h dx

T
(0)
1;6;6 = �

1

2

h
�
s2x + dx=
0

2
�

�0
2

T
(0)
2;2;2 = �

1

2
h sx

T
(0)
2;4;4 = �

1

2
h sx

T
(0)
2;6;6 = �

1

2

h sx

�0
2 
02

T
(0)
3;1;4 =

1

2
h sx

T
(0)
3;2;4 =

1

2
h dx

T
(0)
3;4;6 = �

1

2

sx

�0

T
(0)
5;1;6 =

1

2

h sx

�0
2 
02

T
(0)
5;2;2 = �

1

2

sx

�0

T
(0)
5;2;6 =

1

2

h dx

�0
2 
02

T
(0)
5;4;4 = �

1

2

sx

�0

T
(0)
5;6;6 = �

3

2

sx

�0
3 
02

:

{ Matrice T1:

T11;1;1 = �
1

2
h2 s2x

T11;1;6 =
1

2

h s2x
�0

T11;2;2 =
1

2
dx � s2x

T11;4;4 = �
1

2
cx dx

T11;6;6 = �
1

2

dx

�
1 + cx

�
2� �0

2
��

�0
2

T13;2;4 = �
1

2
dx

T15;1;1 = �
1

2

h3 s3x
�0

T15;1;2 =
1

2

h s2x cx

�0

T15;1;6 =
1

2

h2 s3x
�0

2

T15;2;2 =
1

2

h s3x
�0

T15;2;6 = �
1

2

dx=
0
2 + cx s

2
x

�0
2

T15;6;6 = �
1

2

h s3x
�0

3 :
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{ Matrice T2:

T21;1;1=�
h

6
(2s2x + 2dx + 3sxLcx)

T21;1;2=
h

12
(3J1 � 6Ls2x � sxdx)

T21;1;6=
2d2xh

2 + 3sxL(2cx � 1)

12�0

T21;2;2=
3Lsx(2cx � 1)� 2dx(2 + cx)

12h

T21;2;6=
6Ls2x � dx(5sx + 3L)

12�0

T21;3;3=
1

2
hdx

T21;4;4=
2dx � Lsx

4h

T21;6;6=
dx
�
10cx � 6�0

2
�
+ sx

�
3L
�
1 + �0

2 � 2cx
�
� 2sx

�
12h�0

2

T22;1;1=�
1

3
hsx(1 + 2cx)

T22;1;2=�
1

3
hdx(1 + 2cx)

T22;1;6=�
h2(5sxdx + 3cxJ1)

12�0

T22;2;2=�
h

12
(5sxdx + 3cxJ1)

T22;2;6=
sx(8sx � 3L) � 4dx

12�0

T22;3;3=
1

2
hsx

T22;4;4=
sx � Lcx

4h

T22;6;6=
sx
�
5� 3�0

2
�
+ 3Lcx

�
1 + �0

2
�
� 8sxcx

12h�0
2

T23;1;3=
1

2
hLsx

T23;1;4=
sx(h

2L2 � 1) + Lcx

4h

T23;2;3=
1

2
hLdx

T23;2;4=
dx(h

2L2 � 2) + Lsx

4h

T23;3;6=
L(L � 2sx)

4�0

T23;4;6=
3Ldx � 9J1 + L3 � 3L2sx

12�0

T24;1;3=
1

2
hsx

T24;1;4=
1

2
hLsx

T24;2;3=
1

2
hdx

T24;2;4=
1

2
hLdx

T24;3;6=
h2J1
2�0

T24;4;6=
L(L � 2sx)

4�0

T25;1;1=
h2(3J1 � sxdx)

12�0

T25;1;2=
dx(5 + cx)

12�0

T25;1;6=
h
�
dx
�
sx + 3L�0

2
�
� 3J1

�
1 + �0

2
��

12�0
2

T25;2;2=
dx(3L + sx)

12�0

T25;2;6=
dx
�
6�0

2 + h2dx
�
� 3�0

2Lsx

12�0
2h

T25;3;3=�
h2J1
2�0

T25;3;4=�
L2

4�0

T25;4;4=
3Ldx � 2L3 � 9J1

12�0

T25;6;6=
J1
�
27�0

2 � 5� cx
�
+ dxL

�
2� 9�0

2
�

12�0
3

:
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{ Matrice T3:

T31;1;3=
hsx

4
(L + 2sx)

T31;1;4=
h

8

�
3cxJ1 + sx(dx + L2)

�
T31;2;3=

h

4
(3sxdx � cxJ1)

T31;2;4=
3Lsx � 4cxdx � L2cx

8h

T31;3;6=
4dx � sx(L + 2sx)

4�0

T31;4;6=
dx(3L � 4sx) + J1 � L2sx

8�0

T32;1;3=
h

4
(3sx + Lcx)

T32;1;4=
hL

8
(3sx + Lcx)

T32;2;3=
1

4
hLsx

T32;2;4=
3sx � 3Lcx + h2L2sx

8h

T32;3;6=
sx � Lcx

4�0

T32;4;6=
4dx � L2cx � 3Lsx

8�0

T33;1;1=
h

8
(7s2x + L2)

T33;1;2=
h

8
(3J1 + 7sxdx)

T33;1;6=
4Lsx � dx(7cx + 3)� L2

8�0

T33;2;2=
dx(5 � 7cx) + L2

8h

T33;2;6=
J1(5� 4cx)� 3sxdx

8�0

T33;3;3=�
1

4
hL2

T33;3;4=
h

12
(6J1 � L3)

T33;4;4=
L2(6� h2L2 � 12dx)

24h

T33;6;6=
dx
�
3 + 7cx � 4�0

2
�
+ L2

�
3 + 2�0

2
�
� 8Lsx

8h�0
2

T34;1;1=
h

4
(3sxcx + L)

T34;1;2=
3

4
h s2x

T34;1;6=
h2(3sxdx � J1)

4�0

T34;2;2=
h

4
(J1 + 3sxdx)

T34;2;6=
dx(1� 3cx)

4�0

T34;3;3=�
1

2
hL

T34;3;4=�
1

4
hL2

T34;4;4=�
h

6
(L3 + 3J1)

T34;6;6=
h
�
J1
�
3 + 2�0

2
�
� 3sxdx

�
4�0

2

T35;1;3=
Lcx � sx

4�0

T35;1;4=
4dx � 5Lsx + L2cx

8�0

T35;2;3=
Lsx � 4dx

4�0

T35;2;4=
J1 + L2sx � 5Ldx

8�0

T35;3;6=
h
�
Ldx � J1

�
3 + 2�0

2
��

4�0
2

T35;4;6=
5Lsx � 4dx=
0

2 � 2L2
�
1 + �0

2 + cx=2
�

8�0
2h

:
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{ Matrice T4:

T41;1;1 = �
1

6
dx �

1

6
s2x

T41;1;2 = �
1

6
sx dx

T41;1;6 = �
1

12

h (�d2x + 3 sx J1 )

�0

T41;2;2 = �
1

6
d2x

T41;2;6 =
1

12

3L cx � 2 sx cx � sx

h3 �0

T41;3;3 =
1

2
dx

T41;3;4 =
1

2
J1

T41;4;4 =
1

2

L2 � 2 dx

h2

T41;6;6 =
1

6

�4 dx + sx ( 3L� sx )

h2 �0
2

T42;1;1 = �
1

6
sx ( 1 + 2 cx )

T42;1;2 = �
1

6
dx ( 1 + 2 cx )

T42;1;6 = �
1

12

h ( sx dx + 3 cx J1 )

�0

T42;2;2 = �
1

3
sx dx

T42;2;6 = �
1

12

2 dx + sx ( 3L � 4 sx )

h �0

T42;3;3 =
1

2
sx

T42;3;4 =
1

2
dx

T42;4;4 = J1

T42;6;6 =
1

6

�sx dx + 3 cx J1

�0
2

T43;1;3 =
1

2
dx

T43;1;4 =
1

2
Ldx � J1

T43;2;3 =
1

2
J1

T43;2;4 =
1

2

2 dx � Lsx

h2

T43;3;6 =
1

4

L2 � 2 dx
h �0

T43;4;6 =
1

12

�6Ldx + 12 J1 + L3

h �0

T44;1;3 =
1

2
sx

T44;1;4 =
1

2
Lsx �

1

2
dx

T44;2;3 =
1

2
dx

T44;2;4 =
1

2

sx � L cx

h2

T44;3;6 =
1

2

h J1
�0

T44;4;6 =
1

4

2 dx + L2 � 2Lsx

h �0

T45;1;1 =
1

12

h ( 3 J1 + sx dx )

�0

T45;1;2 =
1

12

h d2x
�0

T45;1;6 = �
1

12

J1 ( 5 + cx )� 2Ldx

�0
2

T45;2;2 =
1

12

3 J1 � sx dx

h�0

T45;2;6 =
1

12

dx ( 5 + cx ) � 3Lsx

�0
2 h2

T45;3;3 = �
1

2

h J1
�0

T45;3;4 =
1

4

2 dx � L2

�0 h

T45;4;4 =
1

6

6 J1 � L3

�0 h

T45;6;6 =
1

12

J1 ( cx + 14 )� 5Ldx

�0
3 h

:
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{ Matrice T5:

T51;1;3 =
1

4
Lsx

T51;1;4 =
1

8

L cx � sx + h2 L2 sx

h2

T51;2;3 =
1

4

sx � L cx

h2

T51;2;4 =
1

8

L ( sx � L cx )

h2

T51;3;6 =
1

4

2 dx � Lsx

h �0

T51;4;6 =
1

8

Ldx + 3 J1 � L2 sx

�0 h

T52;1;3 =
1

4
sx +

1

4
L cx

T52;1;4 =
1

8
L ( sx + L cx )

T52;2;3 =
1

4
Lsx

T52;2;4 =
1

8

sx � L cx + h2 L2 sx

h2

T52;3;6 =
1

4

sx � L cx

h �0

T52;4;6 = �
1

8

Lsx + L2 cx � 4 dx
�0 h

T53;1;1 =
1

8
s2x +

1

8
L2

T53;1;2 =
1

8

L � sx cx

h2

T53;1;6 = �
1

8

dx (�3 + cx ) + L2

�0 h

T53;2;2 =
1

8

�s2x + L2

h2

T53;2;6 =
1

8

3 J1 � sx dx

h �0

T53;3;3 = �
1

4
L2

T53;3;4 = �
1

12
L3

T53;4;4 = �
1

24
L4

T53;6;6 =
1

8

dx ( cx � 7 ) + 3L2

h2 �0
2

T54;1;1 =
1

4
sx cx +

1

4
L

T54;1;2 =
1

4
s2x

T54;1;6 = �
1

4

h ( J1 � sx dx )

�0

T54;2;2 =
1

4

L � sx cx

h2

T54;2;6 =
1

4

h d2x
�0

T54;3;3 = �
1

2
L

T54;3;4 = �
1

4
L2

T54;4;4 = �
1

6
L3

T54;6;6 =
1

4

3 J1 � sx dx

�0
2

T55;1;3 =
1

4

L cx � sx

�0 h

T55;1;4 =
1

8

4 dx � 3Lsx + L2 cx

�0 h

T55;2;3 =
1

4

Lsx � 2 dx

�0 h

T55;2;4 =
1

8

�3Ldx + 3 J1 + L2 sx

�0 h

T55;3;6 =
1

4

�3 J1 + Ldx

�0
2

T55;4;6 =
1

8

L (�3 J1 + Ldx )

�0
2

:
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Matrice U

On note U (0)
la matrice U du dipôle parfait sans erreurs de champ. On rappelle que

U (0)
est un tenseur �a quatre indices sym�etrique par rapport �a ses trois derniers indices; on

dresse ci{dessous la liste des coe�cients U
(0)
i;j;k;l qui sont non nuls et tels que i�j�k.

U
(0)
1;1;1;6 =

1

6

h3 s2x
�0

U
(0)
1;1;2;2 = �

1

6
h2 s2x

U
(0)
1;1;2;6 = �

1

6

h cx sx

�0

U
(0)
1;1;4;4 = �

1

6
h2 s2x

U
(0)
1;1;6;6 = �

1

6

h2 s2x

�
3� �0

2
�

�0
2

U
(0)
1;2;2;2 =

1

2
sx cx

U
(0)
1;2;2;6 =

1

6

h dx

�0

U
(0)
1;2;4;4 =

1

6
sx cx

U
(0)
1;2;6;6 =

1

6

sx cx

�
3� �0

2
�

�0
2

U
(0)
1;4;4;6 =

1

6

h ( dx+ s2x )

�0

U
(0)
1;6;6;6 = �

1

2

cx ( cx + 1 )� 2

�0
3 h 
02

+
1

2

h s2x
�0

3

U
(0)
2;2;2;6 =

1

6

h sx

�0

U
(0)
2;4;4;6 =

1

6

h sx

�0

U
(0)
2;6;6;6 =

1

2

h sx

�0
3 
02

U
(0)
3;1;4;6 = �

1

6

h sx
�0

U
(0)
3;2;2;4 =

1

6
sx

U
(0)
3;2;4;6=�

1

6

hdx

�0

U
(0)
3;4;4;4=

1

2
sx

U
(0)
3;4;6;6=

1

6

sx

�
3� �0

2
�

�0
2

U
(0)
5;1;1;1=�

1

6

h5 s3x
�0

U
(0)
5;1;1;2=

1

6

h3 cx s
2
x

�0

U
(0)
5;1;1;6=

1

6

h4 s3x
�0

2

U
(0)
5;1;2;2=�

1

6

h sx c
2
x

�0

U
(0)
5;1;2;6=�

1

6

h2 cx s
2
x

�0
2

U
(0)
5;1;4;4=�

1

6

h sx

�0

U
(0)
5;1;6;6=�

1

6

h sx
�
h2 s2x + 3=
0

2
�

�0
3

U
(0)
5;2;2;2=

1

6

c3x � 1

h �0

U
(0)
5;2;2;6=

1

6

sx

�
3� �0

2 � h2 s2x

�
�0

2

U
(0)
5;2;4;4=�

1

6

hdx

�0

U
(0)
5;2;6;6=

1

6

h
�
�3 dx=
0

2 + cx s
2
x

�
�0

3

U
(0)
5;4;4;6=

1

6

sx

�
3� �0

2
�

�0
2

U
(0)
5;6;6;6=

1

2

sx

�
5� �0

2
�

�0
4 
02

+
1

6

h2 s3x
�0

4 :
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2.2.3 Le quadrupôle droit

Hamiltonien

Nous consid�erons un quadrupôle parfait droit de longueur L et de force K+
1 ; �K

+
1 et

�K�
2 d�esignent respectivement l'erreur de champ quadrupolaire droit et les erreurs de champ

hexapolaire droit et tourn�e. Avec ces notations, l'Hamiltonien du quadrupôle s'�ecrit (cf.

�equation 1.38 et Tab. 1.1)

g(X;K+
1 ; �K)=�

2
64
vuut 1

�0
+ �

!2
� 1

�20

2
0

� cPx2 � cPy2 +Ks(x; y;K
+
1 ; �K)

3
75+

�

�0
+ 1

(2.13)

o�u Ks(x; y;K
+
1 ; �K) =

1

2

(K+
1 + �K+

1 ) ( y2 � x2 )� 1

6

�K+
2 (x3 � 3x y2 )+

1

6

�K�
2 ( 3x2 y � y3 ) :

(2.14)

Au vu des deux �equations pr�ec�edentes, on prouve ais�ement que l'Hamiltonien du quadru-

pôle commence de fa�con directement quadratique dans la variable X. En se souvenant des

r�esultats �enonc�es �a la sous{section 2.1.3 et qui concernent ce cas particulier, ou en remar-

quant simplement que le champ magn�etique est nul sur l'axe du quadrupôle (une particule

sur cet axe n'est pas d�evi�ee), on prouve ainsi la nullit�e de l'o�set �X.

On d�e�nit en�n les douze constantes suivantes:

cx=

8>><
>>:

cos

�q
K+
1 L

�
si K+

1 � 0

cosh

�q
�K+

1 L

�
si K+

1 � 0
cy=

8>><
>>:
cosh

�q
K+
1 L

�
si K+

1 � 0

cos

�q
�K+

1 L

�
si K+

1 � 0

sx=

8>><
>>:

sin

�q
K+
1 L

�
=
q
K+
1 si K+

1 � 0

sinh

�q
�K+

1 L

�
=
q
�K+

1 si K+
1 � 0

sy=

8>><
>>:

sinh

�q
K+
1 L

�
=
q
K+
1 si K+

1 � 0

sin

�q
�K+

1 L

�
=
q
�K+

1 si K+
1 � 0

dx =
1� cx

K+
1

dy =
cy � 1

K+
1

I1x =
1

10

c2y � 3 + 2 cx

K+
1
2

I1y =
1

10

c2x � 3 + 2 cy

K+
1
2

I2x =
1

5

cy sy � sx

K+
1

I2y = �
1

5

cx sx � sy

K+
1

I3x =
1

5

2 c2y � cx � 1

K+
1

I3y = �
1

5

2 c2x � cy � 1

K+
1

:

81



Matrices R

La matrice R(0)
du quadrupôle parfait sans erreurs de champ est donn�ee par

R(0)
=

0
BBBBBBBBBBBBBBBBB@

cx sx 0 0 0 0

�K+
1 sx cx 0 0 0 0

0 0 cy sy 0 0

0 0 K+
1 sy cy 0 0

0 0 0 0 1

L

�0
2 
02

0 0 0 0 0 1

1
CCCCCCCCCCCCCCCCCA

:

Seules les d�eriv�ees premi�eres et secondes de R par rapport �a �K+
1 sont non nulles et on a

@R

@�K+
1

=

@R(0)

@K+
1

=

0
BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

� 1

2

Lsx
Lcx � sx

2K+
1

0 0 0 0

� sx + Lcx

2

� 1

2

Lsx 0 0 0 0

0 0

1

2

Lsy
Lcy � sy

2K+
1

0 0

0 0

sy + Lcy

2

1

2

Lsy 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

1
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

@2R

@2�K+
1

=

@2R(0)

@2K+
1

=

0
BBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

�
L (L cx � sx )

4K+
1

�
L2 sx

4K+
1

�
3

4

L cx � sx

K+
1
2

0 0 0 0

�
L cx � sx

4K+
1

+
L2 sx

4
�
L (L cx � sx )

4K+
1

0 0 0 0

0 0
L (L cy � sy )

4K+
1

L2 sy

4K+
1

�
3

4

L cy � sy

K+
1
2

0 0

0 0
L cy � sy

4K+
1

+
L2 sy

4

L (L cy � sy )

4K+
1

0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

1
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

:
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Matrices T

On note T (0)
la matrice T du quadrupôle parfait sans erreurs de champ. Les coe�cients

(T
(0)
i;j;k; j�k) non nuls sont list�es ci{apr�es.

T
(0)
1;1;6=

1

4

K+
1 L sx

�0

T
(0)
1;2;6=�

1

4

sx + L cx

�0

T
(0)
2;1;6=�

1

4

K+
1 ( sx � L cx )

�0

T
(0)
2;2;6=

1

4

K+
1 L sx

�0

T
(0)
3;3;6=�

1

4

K+
1 L sy

�0

T
(0)
3;4;6=�

1

4

sy + L cy

�0

T
(0)
4;3;6=

1

4

K+
1 ( sy � L cy )

�0

T
(0)
4;4;6=�

1

4

K+
1 L sy

�0

T
(0)
5;1;1=�

1

4

K+
1 (L� cx sx )

�0

T
(0)
5;1;2=

1

4

K+
1 s

2
x

�0

T
(0)
5;2;2=�

1

4

L+ cx sx

�0

T
(0)
5;3;3=

1

4

K+
1 (L� cy sy )

�0

T
(0)
5;3;4=�

1

4

K+
1 s

2
y

�0

T
(0)
5;4;4=�

1

4

L+ cy sy

�0

T
(0)
5;6;6=�

3

2

L

�0
3 
02

:

On note T1, T2 et T3 les d�eriv�ees respectives de la matrice T par rapport aux erreurs de

champ �K+
1 , �K

+
2 et �K�

2 .

{ Matrice T1 (on a aussi T1=
@T (0)

@K+
1

):

T11;1;6=
1

8

L ( sx + L cx )

�0

T11;2;6=
1

8

sx ( 1 +K+
1 L

2 )� L cx

K+
1 �0

T12;1;6=�
1

8

sx ( 1 +K+
1 L

2 )� L cx

�0

T12;2;6=
1

8

L ( sx + L cx )

�0

T13;3;6=�
1

8

L ( sy + L cy )

�0

T13;4;6=
1

8

sy ( 1�K
+
1 L

2 )� L cy

K+
1 �0

T14;3;6=
1

8

sy ( 1�K
+
1 L

2 )� L cy

�0

T14;4;6=�
1

8

L ( sy + L cy )

�0

T15;1;1=
1

8

cx sx � 3L+ 2L c2x
�0

T15;1;2=
1

4

L sx cx

�0

T15;2;2=
1

8

cx sx + L � 2L c2x
K+
1 �0

T15;3;3=�
1

8

cy sy � 3L+ 2L c2y

�0

T15;3;4=�
1

4

L sy cy

�0

T15;4;4=
1

8

cy sy + L� 2L c2y

K+
1 �0

:
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{ Matrice T2:

T21;1;1=�
1

6
s2x �

1

6
dx

T21;1;2=�
1

6
sx dx

T21;2;2=�
1

6
d2x

T21;3;3=K
+
1 I1x +

1

2
dx

T21;3;4=
1

2
I2x

T21;4;4=I1x

T22;1;1=�
1

6
sx ( 1 + 2 cx )

T22;1;2=�
1

6
dx ( 1 + 2 cx )

T22;2;2=�
1

3
sx dx

T22;3;3=K
+
1 I2x +

1

2
sx

T22;3;4=
1

2
I3x

T22;4;4=I2x

T23;1;3=
1

2
cy I3x �K+

1 sy I2x

T23;1;4=
1

2
sy I3x � cy I2x

T23;2;3=
1

2
cy I2x �K+

1 sy I1x

T23;2;4=
1

2
sy I2x � cy I1x

T24;1;3=
1

2
K+

1 ( 2 cy I2x � sy I3x ) +
1

2
sx cy

T24;1;4=K
+
1 sy I2x �

1

2
cy I3x +

1

2
sx sy

T24;2;3=
1

2
K+

1 ( 2 cy I1x � sy I2x ) +
1

2
dx cy

T24;2;4=K
+
1 sy I1x �

1

2
cy I2x +

1

2
dx sy :

{ Matrice T3:

T31;1;3=
1

2
cx I3y +K+

1 sx I2y

T31;1;4=
1

2
cx I2y +K+

1 sx I1y

T31;2;3=
1

2
sx I3y � cx I2y

T31;2;4=
1

2
sx I2y � cx I1y

T32;1;3=�
1

2
K+

1 ( 2 cx I2y � sx I3y ) +
1

2
sy cx

T32;1;4=�
1

2
K+

1 ( 2 cx I1y � sx I2y ) +
1

2
dy cx

T32;2;3=�
1

2
cx I3y �K+

1 sx I2y +
1

2
sx sy

T32;2;4=�
1

2
cx I2y �K+

1 sx I1y +
1

2
dy sx

T33;1;1=�K
+
1 I1y +

1

2
dy

T33;1;2=
1

2
I2y

T33;2;2=I1y

T33;3;3=�
1

6
s2y �

1

6
dy

T33;3;4=�
1

6
sy dy

T33;4;4=�
1

6
d2y

T34;1;1=�K
+
1 I2y +

1

2
sy

T34;1;2=
1

2
I3y

T34;2;2=I2y

T34;3;3=�
1

6
sy ( 1 + 2 cy )

T34;3;4=�
1

6
dy ( 1 + 2 cy )

T34;4;4=�
1

3
sy dy :
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Matrice U

U (0)
d�esigne la matrice U du quadrupôle parfait sans erreurs de champ. Les coe�cients

(U
(0)
i;j;k;l; j�k� l) non nuls sont list�es ci{apr�es.

U
(0)
1;1;1;1 = �

3

16
K+
1
2 sx (L� cx sx )

U
(0)
1;1;1;2 =

1

8
K+
1
2 s3x +

1

16
K+
1 cx (L� cx sx )

U
(0)
1;1;2;2 = �

1

16
K+
1 sx (L+ 3 cx sx )

U
(0)
1;1;3;3 =

1

48
K+
1
2 ( cx s

2
y � 3 cy sy sx + 2L sx )

U
(0)
1;1;3;4 =

1

48
K+
1 ( 2 sx � 3 sx c

2
y + cx sy cy )

U
(0)
1;1;4;4 =

1

48
K+
1 ( cx s

2
y � 3 cy sy sx � 2L sx )

U
(0)
1;1;6;6 =

1

24

LK+
1

�
sx

�
2 �0

2 � 5
�
� L cx

�
�0

2

U
(0)
1;2;2;2 =

1

8
sx +

3

16
cx (L+ cx sx )

U
(0)
1;2;3;3 =

1

48
K+
1 ( 3 cx sy cy + sx c

2
y � 2L cx � 2 sx )

U
(0)
1;2;3;4 =

1

48
K+
1 sy ( sx cy + 3 cx sy )

U
(0)
1;2;4;4 =

1

48
sx c

2
y +

1

16
cx sy cy +

1

24
L cx +

1

24
sx

U
(0)
1;2;6;6 =

1

12

L cx + sx

�0
2 
02

+
1

24

5L cx+ sx ( 3� L2K+
1 )

�0
2

U
(0)
2;1;1;1 = �

1

16
K+
1
3 s3x +

3

16
K+
1
2 ( sx � L cx )

U
(0)
2;1;1;2 = �

1

16
K+
1
2 sx (L� cx sx )

U
(0)
2;1;2;2 =

1

8
K+
1 sx �

1

16
K+
1 cx (L+ cx sx )

U
(0)
2;1;3;3 =

1

48
K+
1
2 ( sx c

2
y � cx sy cy � 2 sx + 2L cx )

U
(0)
2;1;3;4 =

1

48
K+
1
2 sy ( sx cy � cx sy )

U
(0)
2;1;4;4 =

1

48
K+
1 ( sx c

2
y � cx sy cy + 2 sx � 2L cx )
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U
(0)
2;1;6;6 =

1

24

K+
1

�
( sx � L cx )

�
3� 2 �0

2
�
+K+

1 L
2 sx

�
�0

2

U
(0)
2;2;2;2 = �

1

16
K+
1 sx ( 3L+ cx sx )

U
(0)
2;2;3;3 =

1

48
K+
1
2 ( 2L sx � cy sy sx � cx s

2
y )

U
(0)
2;2;3;4 = �

1

48
K+
1 ( cx sy cy + sx c

2
y � 2 sx )

U
(0)
2;2;4;4 = �

1

48
K+
1 ( cy sy sx + cx s

2
y + 2L sx )

U
(0)
2;2;6;6 =

1

24

LK+
1

�
sx

�
2 �0

2 � 5
�
� L cx

�
�0

2

U
(0)
3;1;1;3 =

1

48
K+
1
2 ( cy s

2
x � 3 cx sx sy + 2L sy )

U
(0)
3;1;1;4 =

1

48
K+
1 (�3 cx cy sx � c

2
x sy + 2L cy + 2 sy )

U
(0)
3;1;2;3 = �

1

48
K+
1 ( 2 sy � 3 c2x sy + cx cy sx )

U
(0)
3;1;2;4 = �

1

48
K+
1 sx ( cx sy + 3 sx cy )

U
(0)
3;2;2;3 = �

1

48
K+
1 ( cy s

2
x � 3 cx sx sy � 2L sy )

U
(0)
3;2;2;4 =

1

48
c2x sy +

1

16
cx cy sx +

1

24
L cy +

1

24
sy

U
(0)
3;3;3;3 = �

3

16
K+
1
2 sy (L� cy sy )

U
(0)
3;3;3;4 =

1

8
K+
1
2 s3y �

1

16
K+
1 cy (L� cy sy )

U
(0)
3;3;4;4 =

1

16
K+
1 sy (L+ 3 cy sy )

U
(0)
3;3;6;6 = �

1

24

LK+
1

�
sy

�
2 �0

2 � 5
�
� L cy

�
�0

2

U
(0)
3;4;4;4 =

1

8
sy +

3

16
cy (L+ cy sy )

U
(0)
3;4;6;6 =

1

12

L cy + sy

�0
2 
02

+
1

24

5L cy + sy ( 3 + L2K+
1 )

�0
2

U
(0)
4;1;1;3 =

1

48
K+
1
2 ( c2x sy � cx cy sx � 2 sy + 2L cy )

86



U
(0)
4;1;1;4 =

1

48
K+
1
2 ( 2L sy � cx sx sy � cy s

2
x )

U
(0)
4;1;2;3 =

1

48
K+
1
2 sx ( cx sy � sx cy )

U
(0)
4;1;2;4 =

1

48
K+
1 ( cx cy sx + c2x sy � 2 sy )

U
(0)
4;2;2;3 = �

1

48
K+
1 ( c2x sy � cx cy sx + 2 sy � 2L cy )

U
(0)
4;2;2;4 =

1

48
K+
1 ( cx sx sy + cy s

2
x + 2L sy )

U
(0)
4;3;3;3 =

1

16
K+
1
3 s3y +

3

16
K+
1
2 ( sy � L cy )

U
(0)
4;3;3;4 = �

1

16
K+
1
2 sy (L� cy sy )

U
(0)
4;3;4;4 = �

1

8
K+
1 sy +

1

16
K+
1 cy (L+ cy sy )

U
(0)
4;3;6;6 = �

1

24

K+
1

�
( sy � L cy )

�
3� 2 �0

2
�
�K+

1 L
2 sy

�
�0

2

U
(0)
4;4;4;4 =

1

16
K+
1 sy ( 3L+ cy sy )

U
(0)
4;4;6;6 = �

1

24

LK+
1

�
sy

�
2 �0

2 � 5
�
� L cy

�
�0

2

U
(0)
5;1;1;6 =

1

24

K+
1

�
cx sx

�
2 �0

2 � 3
�
+ L

�
5� 2 �0

2 � 2 c2x

��
�0

2

U
(0)
5;1;2;6 =

1

12

K+
1

�
s2x

�
�0

2 � 2
�
� L sx cx

�
�0

2

U
(0)
5;2;2;6 =

1

24

cx sx

�
�2 �0

2 + 5
�
+ L

�
5� 2 �0

2 + 2 c2x

�
�0

2

U
(0)
5;3;3;6 = �

1

24

K+
1

�
cy sy

�
2 �0

2 � 3
�
+ L

�
5� 2 �0

2 � 2 c2y

��
�0

2

U
(0)
5;3;4;6 = �

1

12

K+
1

�
s2y

�
�0

2 � 2
�
� L sy cy

�
�0

2

U
(0)
5;4;4;6 =

1

24

cy sy

�
�2 �0

2 + 5
�
+ L

�
5� 2 �0

2 + 2 c2y

�
�0

2

U
(0)
5;6;6;6 =

1

2

L
�
5� �0

2
�

�0
4 
02

:
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2.2.4 L'hexapôle droit

Hamiltonien

Nous consid�erons un hexapôle parfait droit de longueur L et de force K+
2 ; �K

+
2 d�esigne

l'erreur de champ hexapolaire droit. Avec ces notations, l'Hamiltonien de l'hexapôle s'�ecrit

(cf. �equation 1.38 et Tab. 1.1)

g(X;K+
2 ; �K

+
2 )=�

2
64
vuut 1

�0
+ �

!2
� 1

�20

2
0

� cPx2 � cPy2 +Ks(x; y;K
+
2 ; �K

+
2 )

3
75+

�

�0
+ 1

(2.15)

o�u Ks(x; y;K
+
2 ; �K

+
2 ) = �

1

6

(K+
2 + �K+

2 ) (x3 � 3x y2 ) : (2.16)

Comme pour le quadrupôle, l'o�set relatif au mapping de l'hexapôle est toujours nul. De

plus, on peut remarquer que les quantit�es K+
2 et �K+

2 n'apparaissent que dans les d�eriv�ees

troisi�emes de g par rapport �a (x; y); de ce fait, la fonction matricielle F1(K
+
2 ; �K

+
2 ) d�e�nie

pr�ec�edemment (produit de J par la matrice des d�eriv�ees secondes de g en X = 0) est

ind�ependante des param�etres K+
2 et �K+

2 . En�n, puisque l'on est ici dans la situation de

la sous{section 2.1.3 (�X = 0), la matrice R de l'hexapôle (avec erreur de champ) v�eri�e

l'�equation di��erentielle dR=ds = F1R (�equation 2.10); par cons�equent, cette derni�ere est

une fonction ind�ependante du champ et de l'erreur de champ (en fait, la matrice R de

l'hexapôle est identique �a celle d'une section vide de champ (drift) de même longueur, cf.

sous{section suivante).

Matrice R

La matrice R(0)
de l'hexapôle est donn�ee par

R(0)
=

0
BBBBBBBBBBBBBBB@

1 L 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 L 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1

L

�0
2 
02

0 0 0 0 0 1

1
CCCCCCCCCCCCCCCA

:
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Matrices T

On note T (0)
la matrice T de l'hexapôle parfait. Les coe�cients (T

(0)
i;j;k; j�k) non nuls

sont list�es ci{apr�es.

T
(0)
1;1;1 = � 1

4

L2K+
2

T
(0)
1;1;2 = � 1

12

L3K+
2

T
(0)
1;2;2 = � 1

24

L4K+
2

T
(0)
1;2;6 = � 1

2

L

�0

T
(0)
1;3;3 =

1

4

L2K+
2

T
(0)
1;3;4 =

1

12

L3K+
2

T
(0)
1;4;4 =

1

24

L4K+
2

T
(0)
2;1;1 = � 1

2

LK+
2

T
(0)
2;1;2 = � 1

4

L2K+
2

T
(0)
2;2;2 = � 1

6

L3K+
2

T
(0)
2;3;3 =

1

2

LK+
2

T
(0)
2;3;4 =

1

4

L2K+
2

T
(0)
2;4;4 =

1

6

L3K+
2

T
(0)
3;1;3 =

1

4

L2K+
2

T
(0)
3;1;4 =

1

12

L3K+
2

T
(0)
3;2;3 =

1

12

L3K+
2

T
(0)
3;2;4 =

1

24

L4K+
2

T
(0)
3;4;6 = � 1

2

L

�0

T
(0)
4;1;3 =

1

2

LK+
2

T
(0)
4;1;4 =

1

4

L2K+
2

T
(0)
4;2;3 =

1

4

L2K+
2

T
(0)
4;2;4 =

1

6

L3K+
2

T
(0)
5;2;2 = � 1

2

L

�0

T
(0)
5;4;4 = � 1

2

L

�0

T
(0)
5;6;6 = � 3

2

L

�0
3 
02

:

On a en�n T1
def
=

@T

@�K+
2

=

@T (0)

@K+
2

. On ne donnera pas ici les coe�cients de T1, l'op�eration

de d�erivation �etant simple puisque T (0)
d�epend lin�eairement de K+

2 .

Matrice U

U (0)
d�esigne la matrice U de l'hexapôle parfait. Les coe�cients (U

(0)
i;j;k;l; j � k� l) non

nuls sont list�es ci{apr�es.
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U
(0)
1;1;1;1 =

1

48

L4K+
2
2

U
(0)
1;1;1;2 =

1

144

L5K+
2
2

U
(0)
1;1;1;6 =

1

12

L2K+
2

�0

U
(0)
1;1;2;2 =

1

432

L6K+
2
2

U
(0)
1;1;2;6 =

1

18

L3K+
2

�0

U
(0)
1;1;3;3 =

1

144

L4K+
2
2

U
(0)
1;1;3;4 =

1

240

L5K+
2
2

U
(0)
1;1;4;4 =

1

720

L6K+
2
2

U
(0)
1;2;2;2 =

1

2

L +

1

1008

L7K+
2
2

U
(0)
1;2;2;6 =

1

24

L4K+
2

�0

U
(0)
1;2;3;3 = � 1

720

L5K+
2
2

U
(0)
1;2;3;4 =

1

2160

L6K+
2
2

U
(0)
1;2;4;4 =

1

6

L +

1

3024

L7K+
2
2

U
(0)
1;2;6;6 =

1

6

L
�
3� �0

2
�

�0
2

U
(0)
1;3;3;6 = � 1

12

L2K+
2

�0

U
(0)
1;3;4;6 = � 1

18

L3K+
2

�0

U
(0)
1;4;4;6 = � 1

24

L4K+
2

�0

U
(0)
2;1;1;1 =

1

12

L3K+
2
2

U
(0)
2;1;1;2 =

5

144

L4K+
2
2

U
(0)
2;1;2;2 =

1

72

L5K+
2
2

U
(0)
2;1;2;6 =

1

12

L2K+
2

�0

U
(0)
2;1;3;3 =

1

36

L3K+
2
2

U
(0)
2;1;3;4 =

1

48

L4K+
2
2

U
(0)
2;1;4;4 =

1

120

L5K+
2
2

U
(0)
2;2;2;2 =

1

144

L6K+
2
2

U
(0)
2;2;2;6 =

1

9

L3K+
2

�0

U
(0)
2;2;3;3 = � 1

144

L4K+
2
2

U
(0)
2;2;3;4 =

1

360

L5K+
2
2

U
(0)
2;2;4;4 =

1

432

L6K+
2
2

U
(0)
2;3;4;6 = � 1

12

L2K+
2

�0

U
(0)
2;4;4;6 = � 1

9

L3K+
2

�0

U
(0)
3;1;1;3 =

1

144

L4K+
2
2

U
(0)
3;1;1;4 = � 1

720

L5K+
2
2

U
(0)
3;1;2;3 =

1

240

L5K+
2
2

U
(0)
3;1;2;4 =

1

2160

L6K+
2
2

U
(0)
3;1;3;6 = � 1

12

L2K+
2

�0
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U
(0)
3;1;4;6 = � 1

18

L3K+
2

�0

U
(0)
3;2;2;3 =

1

720

L6K+
2
2

U
(0)
3;2;2;4 =

1

6

L +

1

3024

L7K+
2
2

U
(0)
3;2;3;6 = � 1

18

L3K+
2

�0

U
(0)
3;2;4;6 = � 1

24

L4K+
2

�0

U
(0)
3;3;3;3 =

1

48

L4K+
2
2

U
(0)
3;3;3;4 =

1

144

L5K+
2
2

U
(0)
3;3;4;4 =

1

432

L6K+
2
2

U
(0)
3;4;4;4 =

1

2

L +

1

1008

L7K+
2
2

U
(0)
3;4;6;6 =

1

6

L
�
3� �0

2
�

�0
2

U
(0)
4;1;1;3 =

1

36

L3K+
2
2

U
(0)
4;1;1;4 = � 1

144

L4K+
2
2

U
(0)
4;1;2;3 =

1

48

L4K+
2
2

U
(0)
4;1;2;4 =

1

360

L5K+
2
2

U
(0)
4;1;4;6 = � 1

12

L2K+
2

�0

U
(0)
4;2;2;3 =

1

120

L5K+
2
2

U
(0)
4;2;2;4 =

1

432

L6K+
2
2

U
(0)
4;2;3;6 = � 1

12

L2K+
2

�0

U
(0)
4;2;4;6 = � 1

9

L3K+
2

�0

U
(0)
4;3;3;3 =

1

12

L3K+
2
2

U
(0)
4;3;3;4 =

5

144

L4K+
2
2

U
(0)
4;3;4;4 =

1

72

L5K+
2
2

U
(0)
4;4;4;4 =

1

144

L6K+
2
2

U
(0)
5;1;1;2 =

1

12

L2K+
2

�0

U
(0)
5;1;2;2 =

1

18

L3K+
2

�0

U
(0)
5;1;3;4 = � 1

12

L2K+
2

�0

U
(0)
5;1;4;4 = � 1

18

L3K+
2

�0

U
(0)
5;2;2;2 =

1

24

L4K+
2

�0

U
(0)
5;2;2;6 =

1

6

L
�
3� �0

2
�

�0
2

U
(0)
5;2;3;3 = � 1

12

L2K+
2

�0

U
(0)
5;2;3;4 = � 1

18

L3K+
2

�0

U
(0)
5;2;4;4 = � 1

24

L4K+
2

�0

U
(0)
5;4;4;6 =

1

6

L
�
3� �0

2
�

�0
2

U
(0)
5;6;6;6 =

1

2

L
�
5� �0

2
�

�0
4 
02

:
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2.2.5 La section droite ou drift

On consid�ere une section vide de champ ou drift de longueur L. L'Hamiltonien dans

cette section se d�eduit ais�ement des Hamiltoniens 2.11, 2.13 ou 2.15 en faisant Ks=0. On

obtient de la même fa�con les matrices R, T et U du drift 5:

{ la matrice R du drift est la même que celle d'un hexapôle de même longueur.

{ les coe�cients (Ti;j;k; j�k) non nuls sont

T1;2;6 = T3;4;6 = T5;2;2 = T5;4;4 = �
L

2�0
et T5;6;6 = �

3L

2�30 

2
0

:

{ les coe�cients (Ui;j;k;l; j�k� l) non nuls sont

U1;2;2;2 = U3;4;4;4 =
L

6

et U1;2;4;4 = U3;2;2;4 =
L

6

U1;2;6;6 = U3;4;6;6 = U5;2;2;6 = U5;4;4;6 =
L

6�20

�
3� �20

�

U5;6;6;6 =
L

2�40 

2
0

�
5� �20

�
:

Evidemment, on peut aussi calculer de mani�ere exacte le mapping d'un drift de longueur

L quelconque (dans un drift, la particule suit un mouvement rectiligne uniforme). Avec les

d�e�nitions des variables canoniques (Xi) donn�ees �a la sous{section 1.2.3, on a

Mdrift(X0;L) =

8>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>:

x(L) = x0 + dPx0 L=(ps
p0
)

cPx(L) =
dPx0

y(L) = y0 + dPy0 L=(ps
p0
)

cPy(L) =
dPy0

�(L) = �

l(L) = l0 +
L

�0

 
1� (1 + �0 �)=(

ps

p0
)

!
(2.17)

avec
6 ps

p0
=

vuut p
p0

!2

�dPx02 �dPy02 =
s
1 +

2 �

�0
+ �2 �dPx02 �dPy02 : (2.18)

Remarque: en utilisant l'�equation 2.17 puis en se rappelant des d�e�nitions des matrices R,

T et U �a partir de M (sous{section 1.3.2), on peut retomber facilement sur les r�esultats

du d�ebut (c.{�a{d. les matrices R, T , U d'un drift de longueur L).

5. On peut, par exemple, reprendre les expressions des matrices R(0), T (0), U (0) relatives �a l'hexapôle

(sous{section pr�ec�edente) et annuler le param�etre K+
2 dans ces mêmes expressions.

6. ps=m

ds

dt
d�esigne l'impulsion longitudinale de la particule et p son impulsion totale.
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2.3 Erreurs g�eom�etriques: d�eplacements et rotations

des aimants

2.3.1 Introduction

On consid�ere une section [s0; s1=s0+L] de la courbe de r�ef�erence C. Entre les abscisses
s0 et s1 se trouve un �el�ement optique rigide que l'on notera E; on impose de plus, en amont

et en aval de E, deux espaces vides de champ de longueurs respectives L0 et L1 autorisant

de petits d�eplacements de l'aimant E. On d�esigne par M le mapping associ�e au transport

du faisceau �a travers l'�el�ement optique E lorsque celui{ci est dans sa position id�eale; M
est suppos�e connu. Le mapping Mtot pour la section totale [s0 � L0; s1 + L1] s'�ecrit donc

Mtot=Mdrift(L1) �M �Mdrift(L0) :

D�es lors, on suppose que l'aimant E a subi de petits d�eplacements par rapport �a sa position

d'origine. Le mapping M0
relatif au transport du faisceau le long de la section [s0; s1] est

alors un objet dont l'interpr�etation devient d�elicate. En e�et, consid�erons par exemple une

l�eg�ere rotation de l'aimant E dans le plan horizontal par un angle � positif autour du point

milieu de sa face d'entr�ee (point Iin sur la �gure 2.2). A l'abscisse s0, toutes les particules

de coordonn�ees horizontales x � 0 sont d�ej�a dans l'aimant alors que celles situ�ees dans le

demi{espace x < 0 ne l'ont pas encore atteint. De ce point de vue, comment d�e�nir M0
?

A�n d'�eviter ce type de di�cult�e, nous nous int�eressons plutôt au mapping M0
tot associ�e �a

la section [s0 � L0; s1 + L1] dans laquelle l'aimant E a �et�e d�eplac�e (et qui est mieux d�e�ni

pourvu que les longueurs L0 et L1 soient assez grandes). Pour ce faire, nous nous basons

sur l'�egalit�e pr�ec�edente en �ecrivantM0
tot sous la forme suivante:

M0
tot

def
= Mdrift(L1) �Me� �Mdrift(L0) : (2.19)

Nous introduisons donc de fa�con naturelle le mapping e�ectif Me� correspondant �a un

transport �ctif du faisceau le long de la section [s0; s1]. Ce dernier ne doit �evidemment pas

d�ependre des deux longueurs arbitraires L0 et L1 mais uniquement dumappingM ainsi que

des d�efauts d'alignement � de l'�el�ement consid�er�e. L'id�ee est alors de rechercherMe� sous

la formeMe� =Mout �M�Min o�u Min etMout sont deux transformations des variables

canoniques (aux abscisses respectives s0 et s1) qui ne d�ependent plus des caract�eristiques

magn�etiques de l'aimant consid�er�e mais uniquement de sa g�eom�etrie intrins�eque (longueur

L et rayon de courbure �) et bien sûr de l'erreur � envisag�ee. En reprenant l'�equation 2.19,

on obtient donc la d�ecomposition suivante:

M0
tot =Mdrift(L1) �Mout �M �Min �Mdrift(L0) :
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Fig. 2.2 { Exemple simple de d�eplacement d'un aimant

En analysant pas �a pas cette derni�ere relation, l'interpr�etation des mappings e�ectifs

d'entr�ee et de sortie,Min et Mout, devient alors �evidente.

{ En partant de l'abscisse s0�L0 et via un drift de longueur L0, on se ram�ene �a la face

d'entr�ee de l'aimant E dans sa position d'origine (abscisse s0).

{ D�es lors, il s'agit d'une part de revenir �a la face d'entr�ee de l'�el�ement d�eplac�e (via

un petit drift de longueur Lin, cf. Fig. 2.2) puis, d'autre part, d'e�ectuer une trans-

formation des variables canoniques a�n de les adapter au nouveau rep�ere d'entr�ee de

l'aimant E. Min sera le produit de ces deux transformations.

{ Via le mapping M suppos�e connu, on se ram�ene ais�ement �a la face de sortie de

l'aimant d�eplac�e.

{ La d�e�nition de la transformation Mout est alors similaire �a celle de Min: d'abord

le changement de variables canoniques de sortie, puis le drift nous ramenant �a l'abs-

cisse s1 (face de sortie de l'�el�ement dans sa position d'origine).
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{ Par le mapping Mdrift(L1), nous aboutissons �nalement �a l'abscisse s1 + L1.

L'�etude se r�esume donc simplement au calcul des transformations Min et Mout et n�e-

cessitera trois �etapes successives expos�ees en d�etail �a la sous{section suivante. Dans un

premier temps, nous param�etriserons un d�eplacement quelconque de l'aimant E �a l'aide

de six quantit�es ind�ependantes (trois translations et trois rotations)
7
puis nous d�erive-

rons les formules de changements de rep�eres associ�ees �a ce d�eplacement. Dans un second

temps, nous nous attacherons aux transformations canoniques relatives �a ces changements

de coordonn�ees spatiales en entr�ee et en sortie de l'aimant E. Finalement, nous obtiendrons

formellement puis analytiquement (sous{section 2.3.3) lesmappingsMin etMout tels qu'ils

ont �et�e d�e�nis ci{dessus.

2.3.2 M�ethodes de calcul

Changements de coordonn�ees spatiales en entr�ee et sortie de l'aimant d�eplac�e

On suppose dans un premier temps que l'aimant E est dans sa position id�eale d'origine.

On note Bin = (~xin; ~yin;~sin), respectivement Bout = (~xout; ~yout;~sout), la base locale de C �a

l'abscisse s0, respectivement �a l'abscisse s1 (cf. Fig. 2.3). On d�esigne par Iin et Iout les points

7. L'aimant E �etant suppos�e rigide, on ne traitera pas ici des d�efauts intervenant dans la d�e�nition

de sa g�eom�etrie intrins�eque comme par exemple une 
uctuation dy(s) de la position verticale de son axe

magn�etique qui d�epend de l'abscisse longitudinale s. On ne s'attachera pas non plus �a des erreurs �L dans

la longueur L des aimants consid�er�es, ces derni�eres s'interpr�etant plus volontiers comme un d�efaut dans la

force int�egr�ee de l'aimant qui correspond grossi�erement �a une erreur de champ �K=K=�L=L.
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de la courbe C aux abscisses respectives s0 et s1 et on appelle � l'angle orient�e (~sout;~sin)

(� � 0 lorsque la courbe C s'incurve sur sa droite). Rin = (Iin;Bin) et Rout = (Iout;Bout)
sont donc les deux rep�eres attach�es respectivement �a la face d'entr�ee et �a la face de sortie

de l'aimant E.

Dans toute la suite, si B et B0 sont deux bases quelconques de l'espace Euclidien �a trois

dimensions et si ~x d�esigne un vecteur quelconque de ce même espace, alors Mat(B0=B)
repr�esentera la matrice de passage de B �a B0 et (~x)B sera le triplet donnant les coordonn�ees
du vecteur ~x dans la base B. Avec ces notations et au vu de la �gure 2.3, la matrice de

changement de base Bin ! Bout et les coordonn�ees du vecteur
���!
IinIout dans la base Bin sont

respectivement

A
def
= Mat(Bout=Bin) =

0
BB@

cos� 0 � sin�

0 1 0

sin� 0 cos�

1
CCA (2.20)

et d
def
= (

���!
IinIout)Bin

=

0
BBBBB@

L

�
(cos� � 1)

0

L

�
sin�

1
CCCCCA : (2.21)

En particulier, lorsque E est un �el�ement optique rectiligne, on a � = 0, soit A = 1 et

d=(0 ; 0 ; L).

On suppose maintenant que l'�el�ement optique E est d�eplac�e \en bloc" par rapport �a sa

position d'origine; avec des notations identiques �a celles qui pr�ec�edent, on d�esigne respec-

tivement par R0
in et R0

out les rep�eres (I
0
in;B0in) et (I 0out;B0out) attach�es �a l'�el�ement d�eplac�e

8

et, puisque l'aimant E est suppos�e rigide, on a

Mat(B0out=B0in) = Mat(Bout=Bin) = A et (

����!
I 0in I

0
out)B0

in
= (
����!
Iin Iout)Bin

= d : (2.22)

On param�etrise le d�eplacement de E par quatre transformations successives:

� une translation de vecteur dx~xin + dy ~yin + ds~sin. Sous cette transformation, le rep�ere

Rin , respectivement Rout , donne le rep�ere R1
in = (I1in;B1

in= Bin) , respectivement R1
out =

(I1out;B1
out=Bout) avec

���!
IinI

1
in =

����!
IoutI

1
out = dx~xin + dy ~yin + ds~sin, d'o�u

t
def
= (

���!
IinI

1
in)Bin

=

0
BB@
dx

dy

ds

1
CCA et (

����!
IoutI

1
out)Bout

= A�1(
����!
IoutI

1
out)Bin

= A�1t =

0
BB@

cos� dx+ sin� ds

dy

� sin� dx+ cos�ds

1
CCA:

(2.23)

8. B0in = (~x0in; ~y
0

in;~s
0

in) et B
0

out = (~x0out; ~y
0

out;~s
0

out).
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Fig. 2.4 { D�e�nition des angles param�etrisant la rotation d'un aimant

Maintenant, si Zin (respectivement Z1
in, Zout et Z

1
out) d�esigne les coordonn�ees spatiales d'un

point M quelconque dans le rep�ere Rin (respectivementR1
in,Rout et R1

out), les changements

de coordonn�ees s'�ecrivent simplement8><
>:

Zin �! Z1
in = Zin � (

���!
Iin I

1
in)Bin

2:23
= Zin � t

Zout �! Z1
out = Zout � (

����!
Iout I

1
out)Bout

2:23
= Zout � A�1t :

(2.24)

De plus, puisque l'aimant est translat�e en bloc, on a aussi

(

����!
I1in I

1
out)Bin

= d : (2.25)

� trois rotations successives (qui ne sont pas les rotations d'Euler, cf. Fig. 2.4) laissant le
point I1in invariant de sorte que ce dernier peut être directement remplac�e par le point I 0in

dans toutes les relations qui pr�ec�edent:

{ une rotation d'angle � (angle azimutal) autour de l'axe orient�e (I 0in;~yin). Sous cette

rotation, le rep�ere R1
in donne le rep�ere R2

in = (I 0in;B2
in) avec B2

in = (~u; ~yin; ~v) et on a

�
def
= Mat(B2

in=Bin) =

0
BB@

cos � 0 sin �

0 1 0

� sin � 0 cos �

1
CCA :

{ une rotation d'angle � (angle d'�el�evation) autour de l'axe orient�e (I 0in; � ~u) (� � 0

correspond �a une �el�evation de la tête de l'aimant). Sous cette seconde rotation, le

rep�ere R2
in donne le rep�ere R3

in = (I 0in;B3
in) avec B3

in = (~u; ~w;~s0in) et on a

�
def
= Mat(B3

in=B2
in) =

0
BB@

1 0 0

0 cos � sin�

0 � sin� cos �

1
CCA :
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{ une rotation d'angle  (angle de roulement) autour de l'axe orient�e (I 0in;~s
0
in) (si

� = � = 0, cette rotation correspond simplement �a une rotation autour de l'axe

longitudinal initial (I 0in;~sin)). Sous cette derni�ere rotation, le rep�ere R3
in donne en�n

le rep�ere R0
in et on a

�
def
= Mat(B0in=B3

in) =

0
BB@

cos � sin 0

sin cos 0

0 0 1

1
CCA :

Avec ces notations, il vient

Mat(B0in=Bin) = Mat(B2
in=Bin)Mat(B3

in=B2
in)Mat(B0in=B3

in)

= ��	

Mat(B0out=Bout) = Mat(Bin=Bout)Mat(B0in=Bin)Mat(B0out=B0in)
2:22
= A�1��	A :

(2.26)

On a en�n

(

����!
I1out I

0
out)Bout

= A�1(
����!
I1out I

0
out)Bin

= A�1
h
(

����!
I1out I

0
in)Bin

+ (

����!
I 0in I

0
out)Bin

i
2:25
= A�1

h
�d+Mat(B0in=Bin)(

����!
I 0in I

0
out)B0

in

i
2:22;2:26
= A�1(�d+��	d) :

(2.27)

Maintenant, si Z 0in (respectivement Z 0out) d�esigne les coordonn�ees d'un point M quelconque

dans le rep�ere R0
in (respectivement R0

out), les changements de coordonn�ees s'�ecrivent sim-

plement 8>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>:

Z1
in �! Z 0in = Mat(Bin=B0in)Z1

in

2:26
= 	

�1
�
�1

�
�1 Z1

in

Z1
out �! Z 0out = Mat(Bout=B0out)

h
Z1
out � (

����!
I1out I

0
out)Bout

i
2:26;2:27
= A�1	�1 ��1��1AZ1

out+

(A�1	�1��1��1 d�A�1 d) :

(2.28)

Ainsi, en combinant les relations 2.24 et 2.28, on obtient �nalement les formules de chan-

gements de coordonn�ees relatives aux changements de rep�ere Rin ! R0
in et R0

out ! Rout:8><
>:

Z 0in = 	
�1

�
�1

�
�1

(Zin � t)

Zout = A�1 ��	AZ 0out +A�1 (��	d � d+ t) :

(2.29)
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Dans toute la suite, on d�esignera par � l'ensemble des six quantit�es (dx; dy; ds; �; �;  ) qui

param�etrisent un d�eplacement quelconque de l'�el�ement optique E.

Transformation des variables canoniques �a l'entr�ee et �a la sortie de l'aimant

d�eplac�e

On r�e�ecrit les relations 2.29 sous la forme simpli��ee suivante:

8><
>:

Z 0in = Cin Zin +Din

Zout = CoutZ
0
out +Dout

(2.30)

o�u

8><
>:
Cin

def
=	

�1
�
�1

�
�1

= Cin(�) et Din
def
=�	�1��1��1 t = Din(�)

Cout
def
=A�1 ��	A = Cout(�; L; �) et Dout

def
=A�1 (��	d � d + t) = Dout(�; L; �) :

On d�esigne par Xin = (xin; dPxin; yin; dPyin ; lin; �in) le vecteur caract�erisant l'�etat physique

d'une particule quelconque �a l'abscisse sin en prenant Rin pour rep�ere de coordonn�ees

spatiales. Par le changement de rep�ere Rin ! R0
in, on a avec les notations pr�ec�edentes

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

xin ! x0in = Cin1;1 xin + Cin1;2 yin + Cin1;3 sin +Din1

dPxin ! dPx0
in

def
=

m


p0

dx0in
dt

= Cin1;1
dPxin + Cin1;2

dPyin + Cin1;3

psin
p0

yin ! y0in = Cin2;1 xin + Cin2;2 yin + Cin2;3 sin +Din2

dPyin ! dPy0
in

def
=

m


p0

dy0in
dt

= Cin2;1
dPxin + Cin2;2

dPyin + Cin2;3

psin
p0

lin ! l0in
def
= �c

 
t� s0in

v0

!
= lin +

1

�0
(s0in � sin)

= lin +
1

�0
(Cin3;1 xin + Cin3;2 yin + Cin3;3 sin � sin +Din3)

�in ! �0in = �in

o�u (cf. 2.18)

psin
p0

=

s
1 +

2 �in

�0
+ �2in � dPxin2 � dPyin 2 :

On note alors X 0
in ce nouveau vecteur et M0

in cette transformation, soit

X 0
in =M0

in

�
Xin; sin; �

�
: (2.31)
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De la même fa�con, on d�e�nit la transformation M0
out relative au changement de rep�ere

R0
out ! Rout, ce que l'on �ecrit avec des notations �evidentes

9

Xout =M0
out

�
X 0

out; s
0
out; �; L; �

�
: (2.32)

Mappings e�ectifs d'entr�ee et de sortie Min et Mout

Consid�erons maintenant une particule quelconque situ�ee �a la face d'entr�ee de l'aimant

non d�eplac�e et caract�eris�ee par le vecteur 6{dimensionnel Xin; faisons{la �evoluer le long

d'un drift de longueur Lin de sorte qu'elle rejoigne la face d'entr�ee de l'�el�ement d�eplac�e. A

l'issue de ce drift, les coordonn�ees spatiales de la particule dans le rep�ere Rin sont d�e�nies

par

Zin =

0
BBBB@
xin

yin

sin

1
CCCCA =

0
BBBB@

(Mdrift)1
(Xin;Lin)

(Mdrift)3 (Xin;Lin)

Lin

1
CCCCA

o�u (Mdrift)i
(Xin;Lin) d�esigne la i

�eme
coordonn�ee du vecteur 6{dimensionnelMdrift(Xin;Lin)

donn�e par l'�equation 2.17. La longueur Lin est donc telle que

s0in = (Z 0in)3 = Cin3;1 (Mdrift)1 (Xin;Lin)+Cin3;2 (Mdrift)3 (Xin;Lin)+Cin3;3 Lin+Din3 = 0 :

En reprenant l'expression 2.17 du mapping d'un drift de longueur quelconque, on voit

que l'�egalit�e pr�ec�edente est une �equation lin�eaire en la variable Lin dont les coe�cients

d�ependent de Xin et du d�efaut �. On trouve ainsi une expression exacte pour la longueur

recherch�ee, du type Lin = Lin(Xin; �). Ceci �etant dit, on d�e�nit comme suit le mapping

e�ectif d'entr�ee de l'aimant tourn�e:

Min

�
Xin; �

�
=M0

in

�
Mdrift

�
Xin ; Lin(Xin; �)

�
; sin = Lin(Xin; �) ; �

�
: (2.33)

Consid�erons en�n une particule quelconque situ�ee �a la face de sortie de l'aimant d�eplac�e

et caract�eris�ee par le vecteur 6{dimensionnel X 0
out; dans le rep�ere R0

out, la particule a pour

coordonn�ees Z 0out = ((X 0
out)1 ; (X

0
out)3 ; s

0
out= 0), ce qui, dans le rep�ere Rout, correspond �a

une abscisse longitudinale sout qui vaut

sout = (Zout)3 = Cout3;1 (X
0
out)1 + Cout3;2 (X

0
out)3 +Dout3

def
= �Lout(X

0
out; �; L; �)

9.M0

out d�epend des quantit�es L et � car la matrice Cout et le vecteur Dout de l'�equation 2.30 en

d�ependent.
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o�u Lout s'interpr�ete comme la longueur du drift ramenant la particule sur la face de sortie

de l'aimant non d�eplac�e. On d�e�nit alors le mapping e�ectif de sortie de l'aimant tourn�e

par

Mout

�
X 0

out; �; L; �

�
=Mdrift

�
M0

out

�
X 0

out ; s
0
out=0 ; �; L; �

�
; Lout(X

0
out; �; L; �)

�
: (2.34)

Typiquement, il faut comprendre les �equations 2.33 et 2.34 de la fa�con suivante:

{ �a l'entr�ee (cf. Fig. 2.2 qui illustre le cas simple dy=�= = 0):

En partant d'un point de la face d'entr�ee de l'aimant non d�eplac�e, on se ram�ene, via

le drift de longueur Lin, �a la face d'entr�ee de l'aimant d�eplac�e puis, par la transforma-

tionM0
in (changement des variables canoniques d'entr�ee), on tombe sur les variables

canoniques \adapt�ees" au rep�ere d'entr�ee de l'aimant d�eplac�e.Min est alors la com-

binaison de ces deux transformations.

{ �a la sortie:

En partant d'un point de la face de sortie de l'aimant d�eplac�e, on e�ectue d'abord

la transformationM0
out (changement des variables canoniques de sortie) qui redonne

les variables canoniques \adapt�ees" au rep�ere de sortie de l'aimant non d�eplac�e puis,

par le drift de longueur Lout, on se ram�ene �nalement �a la face de sortie de l'aimant

non d�eplac�e.Mout est alors la combinaison de ces deux transformations.

Vu de cette mani�ere et comme annonc�e dans l'introduction 2.3.1, il est clair que la trans-

formation Mdrift(L1) � Mout �M �Min � Mdrift(L0) correspond exactement au mapping

M0
tot de la section [s0 � L0; s1 + L1] dans laquelle l'aimant E a �et�e d�eplac�e. Tout revient

donc �a remplacer le mapping M de la section [s0; s1] (sans erreurs g�eom�etriques) par le

mapping e�ectifMe� d�e�ni par

Me� =Mout �M �Min : (2.35)

2.3.3 R�esultats analytiques

Comme nous l'avons vu �a la sous{section pr�ec�edente, lesmappingsMin etMout peuvent

être calcul�es de mani�ere exacte mais on tombe alors sur des expressions trop lourdes pour

être retranscrites ici. De plus, pour ce qui nous concerne, nous n'avons besoin que des seize

quantit�es (�X
(1)
in , �X

(2)
in , R

(0)
in , R

(1)
in , R

(2)
in , T

(0)
in , T

(1)
in , U

(0)
in ) et (�X

(1)
out, �X

(2)
out, R

(0)
out, R

(1)
out, R

(2)
out,

T
(0)
out, T

(1)
out, U

(0)
out) associ�ees respectivement �a Min et Mout (cf. sous{sections 1.3.2 et 1.3.3).

Encore une fois, tous les calculs ont �et�e e�ectu�es �a l'aide du logiciel MAPLE [15] et nous
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ne fournirons que les r�esultats ainsi obtenus.

Avant d'aller plus loin, en remarquant que Min(�=0) =Mout(�=0; L; �) = 1, on a d�ej�a

8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

R
(0)
in = R

(0)
out = 1

T
(0)
in = T

(0)
out = 0

U
(0)
in = U

(0)
out = 0 :

(2.36)

On d�e�nit alors les quatre constantes suivantes:

c� = cos� ; s� = sin� ; L0 =
L

�
s� et L� =

L

�
(1 � c�) :

En particulier, quand �=0 (cas du drift, du quadrupôle et de l'hexapôle), on a L0=L et

L�=0.

Ceci �etant dit, nous �enum�erons ci{dessous les r�esultats obtenus.

{ o�set �X
(1)
in :

�X
(1)
in =

�
�dx ; �� ; �dy ; �� ; �

ds

�0
; 0

�
:

{ o�set �X
(1)
out:

�X
(1)
out =

�
c�dx+ s�ds+ L0� ; � ; �L� + dy + L0� ; c��� s� ;

c�ds

�0
�
L��

�0
�
s�dx

�0
; 0

�
:

{ o�set �X
(2)
in :

�X
(2)
in =

�
�dy  ; �� ; dx ; �  ; �

dx �

�0
�
dy �

�0
; 0

�
:

{ o�set �X
(2)
out:

�X
(2)
out =

�
s� dx �� c� ds � + s�L� � +

1

2
L� c� 

2 +
1

2
L� �

2 �
1

2
s�L

0 �2 ;

s2� � +
1

2
s� c� 

2 �
1

2
s� c� �

2 ;

s� c� ds  � c2� ds �� s2� dx + L� c� � �� s�L� �  + s� c� dx � ;

0 ; �
1

2

s� L� 
2

�0
+
L� c� � 

�0
�

1

2

L0 �2

�0
�

1

2

c�L
0 �2

�0
; 0

�
:
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{ matrice R
(1)
in :

R
(1)
in =

0
BBBBBBBBBBBBBBBB@

0 ds  0 0 0

0 0 0  0 �
�

�0

� 0 0 ds 0 0

0 � 0 0 0 �
�

�0
�

�0
0

�

�0
0 0

ds

�0
2 
02

0 0 0 0 0 0

1
CCCCCCCCCCCCCCCCA

:

{ matrice R
(1)
out:

R
(1)
out =0
BBBBBBBBBBBBBBBBB@

0 s�dx� c�ds+ L�� �s��� c� 0 0 0

0 0 0 �s��� c� 0
�

�0
s��+ c� 0 0 s�dx� c�ds+ L�� 0 0

0 s�� + c� 0 0 0
c��� s� 

�0

�
�

�0
0

s� � c��

�0
0 0

s�dx� c�ds+ L��

�0
2
02

0 0 0 0 0 0

1
CCCCCCCCCCCCCCCCCA

:

{ matrice R
(2)
in :

R
(2)
in =

0
BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

�2 �  2

2
dx � + dy � � � ds  0 0

0 �
�2 +  2

2
0 0 0 �

� 

�0

0 �ds  
�2 �  2

2
dx � + dy � 0 0

0 �� � 0 �
�2 +  2

2
0

�  

�0

0
ds �

�0
0

ds �

�0
0

dy � + dx �

�0
2 
02

0 0 0 0 0 0

1
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

:

{ matrice R
(2)
out:
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R
(
2
)

o
u
t

= 0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@
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=
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�
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{ matrice T
(1)
in :

T
(1)
in 1;1;2

= �
1

2
�

T
(1)
in 1;2;3

= �
1

2
�

T
(1)
in 1;2;6

= �
1

2

ds

�0

T
(1)
in 2;2;2

=
1

2
�

T
(1)
in 2;4;4

=
1

2
�

T
(1)
in 2;6;6

=
1

2

�

�0
2 
02

T
(1)
in 3;1;4

= �
1

2
�

T
(1)
in 3;3;4

= �
1

2
�

T
(1)
in 3;4;6 = �

1

2

ds

�0

T
(1)
in 4;2;2

=
1

2
�

T
(1)
in 4;4;4

=
1

2
�

T
(1)
in 4;6;6

=
1

2

�

�0
2 
02

T
(1)
in 5;1;6

= �
1

2

�

�0
2 
02

T
(1)
in 5;2;2

= �
1

2

ds

�0

T
(1)
in 5;3;6

= �
1

2

�

�0
2 
02

T
(1)
in 5;4;4

= �
1

2

ds

�0

T
(1)
in 5;6;6 = �

3

2

ds

�0
3 
02

:

{ matrice T
(1)
out:

T
(1)
out1;1;2 =

1

2
�

T
(1)
out1;2;3

=
1

2
c� � �

1

2
s�  

T
(1)
out1;2;6

=
c� ds� s� dx� L� �

2�0

T
(1)
out2;2;2

= �
1

2
�

T
(1)
out2;4;4

= �
1

2
�

T
(1)
out2;6;6 = �

1

2

�

�0
2 
02

T
(1)
out3;1;4

=
1

2
�

T
(1)
out3;3;4 =

1

2
c� � �

1

2
s�  

T
(1)
out3;4;6

=
c� ds� s� dx� L� �

2�0

T
(1)
out4;2;2=�

1

2
c� �+

1

2
s�  

T
(1)
out4;4;4

=�
1

2
c� �+

1

2
s�  

T
(1)
out4;6;6

=
s�  � c� �

2�0
2 
02

T
(1)
out5;1;6=

1

2

�

�0
2 
02

T
(1)
out5;2;2

=
c� ds� s� dx� L� �

2�0

T
(1)
out5;3;6

=
c� �� s� 

2�0
2 
02

T
(1)
out5;4;4=

c� ds� s� dx� L� �

2�0

T
(1)
out5;6;6

=3
c� ds� s� dx� L� �

2�0
3 
02

:

Pour terminer cette sous{section, insistons sur le point suivant: le mapping e�ectifMe� =

Mout � M �Min (cf. �equation 2.35) doit être symplectique, ce qui n'impose aucunement
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que Min et Mout le soient aussi. En fait, via MAPLE, on peut v�eri�er la symplecticit�e

de chacune des deux transformations Min et Mout
10
et ceci pour une raison que j'ignore.

N'ayant pas ici les expressions exactes deMin etMout, nous pourrions tout de même tenter

de montrer que les relations 1.49 sont bien v�eri��ees (ces relations ne sont qu'une cons�e-

quence de la symplecticit�e). Ceci est fastidieux et sans grand int�erêt; nous remarquerons

simplement que les matrices R
(1)
in et R

(1)
out ont la forme requise qu'impose la symplecticit�e

respective des mappings Min et Mout (cf. matrice � dans l'�equation 1.46).

2.3.4 Mapping e�ectif total de l'aimant d�eplac�e

Nous reprenons l'�equation 2.35 puis nous appliquons les formules de concat�enation 1.45

(sous{section 1.3.3) une premi�ere fois pour le produit M�Min puis une seconde fois pour

le produit totalMout �M�Min. Sans oublier les relations 2.36, on obtient en utilisant les

notations usuelles
11

{ pour l'ordre 0 8>>>>>><
>>>>>>:

R
(0)
e� = R(0)

T
(0)
e� = T (0)

U
(0)
e� = U (0) :

(2.37)

{ pour l'ordre 1

8>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>:

�X
(1)
e� = �X(1)

+ �X
(1)
out +R(0) �X

(1)
in

R
(1)
e� = R(1)

+R
(1)
outR

(0)
+R(0)R

(1)
in + 2T (0)N �X

(1)
in

T
(1)
e� = T (1)

+ 3U (0)N �X
(1)
in + 2

�
T (0)NR

(1)
in

�
Sym

+ R(0) T
(1)
in +

R
(1)
out T

(0)
+ T

(1)
out (R

(0); R(0)
) :

(2.38)

10. Cette propri�et�e est plus forte que la seule symplecticit�e du mapping Me�.

11. Si A est un tenseur �a n+ 1 indices et (B1; � � � ; Bp) p tenseurs (p�n), alors

A
N

B1

N
� � �
N

Bp
def
= A

0
B@B1; � � � ; Bp;

n� p foisz }| {
1; � � � ;1

1
CA :
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{ pour l'ordre 2

8>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>:

�X
(2)
e� = �X(2)

+ �X
(2)
out +R(0) �X

(2)
in +R

(1)
outR

(0) �X
(1)
in +

T (0)
(�X

(1)
in ; �X

(1)
in ) +R

(1)
out �X

(1)
+R(1) �X

(1)
in

R
(2)
e� = R(2)

+R
(2)
outR

(0)
+R

(1)
outR

(0)R
(1)
in +R(0)R

(2)
in +

2T (0)N �X
(2)
in + 2T (0)

(�X
(1)
in ; R

(1)
in ) + 3U (0)N �X

(1)
in

N
�X

(1)
in +

2R
(1)
out (T

(0)
N
�X

(1)
in ) + 2T

(1)
out (R

(0) �X
(1)
in ; R

(0)
) +R(1)R

(1)
in +

R
(1)
outR

(1)
+ 2T (1)N �X

(1)
in + 2T

(1)
out (�X

(1); R(0)
) :

(2.39)

2.4 Conclusion

En conclusion, si l'on consid�ere une ligne quelconque constitu�ee de drifts et de 2m{pôles

(1�m� 3) que l'on suppose droits et parfaits (on ignore l'e�et des champs de fuite), on

est alors capable, d'apr�es tout ce qui pr�ec�ede (section 2.2 et sous{section 2.3.3 donnant

les formules analytiques relatives au dipôle, au quadrupôle, �a l'hexapôle, �a Min et Mout,

formules 1.45 d�ecrivant les r�egles de concat�enation de deux mappings et relations 2.37, 2.38

et 2.39), d'obtenir l'ensemble des quantit�es suivantes:

{ toutes les d�eriv�ees de l'o�set en bout de ligne du type

@�Xtot

@��i
et

@2�Xtot

@��i@��j
o�u ��i est

une erreur quelconque (erreur de champ ou erreur g�eom�etrique) a�ectant l'aimant

num�ero i 12.

{ la matrice R
(0)
tot (matrice R de la ligne id�eale, c.{�a{d. sans erreurs) ainsi que toutes

les d�eriv�ees premi�eres et secondes de la matrice Rtot en fonction de l'ensemble des

erreurs ��i.

{ la matrice T
(0)
tot (matrice T de la ligne id�eale) ainsi que toutes les d�eriv�ees premi�eres

de Ttot en fonction des erreurs ��i.

{ la matrice U
(0)
tot (matrice U de la ligne id�eale).

12. On a r�epertori�e onze erreurs dans le dipôle (six erreurs g�eom�etriques et cinq erreurs de champ), neuf

erreurs dans le quadrupôle (six erreurs g�eom�etriques et trois erreurs de champ) et en�n sept erreurs dans

l'hexapôle (six erreurs g�eom�etriques et une erreur de champ).
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Cet objectif a �et�e atteint par l'�ecriture d'un programme FORTRAN qui calcule, entre

autres, toutes les quantit�es cit�ees pr�ec�edemment et ceci pour une ligne de transport tout

�a fait quelconque. Cependant, la sensibilit�e d'une ligne optique (par rapport aux d�efauts

de ses aimants) d�epend �evidemment des caract�eristiques du faisceau qui la traverse. Les

quantit�es physiques qu'il est int�eressant de calculer ne sont donc pas exactement celles

qui ont �et�e d�ecrites auparavant mais ces derni�eres restent bien sûr indispensables pour

quanti�er des e�ets du type grossissement de taille faisceau ou perte en luminosit�e. Tout

ceci fera l'objet du chapitre suivant.
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Chapitre 3

Matrice faisceau et luminosit�e

Ce chapitre r�epond aux objectifs que se �xe l'�etape I. Plus pr�ecis�ement, le but est ici

de calculer la luminosit�e au point d'interaction comme une fonction des objets �X1;2 et

R1;2
def
= R

(0)
1;2 + �R1;2 associ�es aux mappings M1;2 qui d�ecrivent le transport du faisceau le

long des lignes optiques 1 et 2 se faisant face:

L
def
= L0

 
1 +

�L (�X1;2; �R1;2)

L0

!
(3.1)

o�u L0 d�esigne la luminosit�e obtenue au point de collision lorsque les deux lignes faisceau

ne pr�esentent aucun d�efaut (luminosit�e nominale). Dans le cas id�eal o�u les deux paquets

de particules sont identiques, in�niment courts (�z = 0) et de distribution Gaussienne,

la luminosit�e int�egr�ee sur toute la dur�ee de la collision (suppos�ee frontale) poss�ede une

expression d�ej�a bien connue:

L0(�
�
x; �

�
y; �z=0) =

N2

4���x�
�
y

o�u N est le nombre de particules dans chacun des deux paquets et o�u ��x et �
�
y d�esignent

respectivement leur taille horizontale et verticale. Il s'agit ici de g�en�eraliser cette derni�ere

relation au cas de deux faisceaux d'extension temporelle non nulle et de distribution six{

dimensionnelle compl�etement quelconque au point d'interaction
1
.

Nous commencerons donc par nous int�eresser �a une premi�ere quantit�e qui est la matrice

faisceau (matrice de covariance associ�ee �a la distribution du faisceau �a une abscisse s

donn�ee) et, moyennant certaines hypoth�eses, nous �etudierons ses 
uctuations en fonction

des erreurs �R qui apparaissent dans la matrice de transfert de la ligne consid�er�ee lorsque

1. Nous garderons n�eanmoins l'hypoth�ese que la distribution des deux faisceaux reste Gaussienne au

point de collision.
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celle{ci pr�esente des d�efauts (section 3.1). Cette �etude pr�eliminaire mettra en �evidence

les associations directes existant entre les �el�ements de matrice �Rij et les couplages rij

(�el�ements non diagonaux de la matrice faisceau) g�en�er�es au point de collision; elle permettra

�egalement d'�etablir et d'interpr�eter les relations liant les coe�cients �Rij et les 
uctuations

de tailles faisceau transverses ���x;y au point d'interaction.

Utilisant les notions et les r�esultats expos�es dans la premi�ere section et apr�es quelques

pr�eliminaires, nous d�eriverons ensuite l'expression de la fonction �L (�X1;2; �R1;2) introduite

dans l'�equation 3.1 et fournirons les coe�cients relatifs �a son d�eveloppement de Taylor �a

l'ordre 2 dans les variables �X1;2 et �R1;2 (section 3.2).

Finalement, nous rappellerons en section 3.3 quels sont les di��erents crit�eres couramment

utilis�es pour le calcul des tol�erances d'une ligne optique donn�ee; puis, en se basant sur

deux exemples simples d�ecrivant la distribution statistique des d�efauts dans la ligne, nous

montrerons que l'estimation de ces tol�erances devient possible par la concat�enation des

�etapes I et II et peut être rendue syst�ematique ind�ependamment du type des erreurs

consid�er�ees.

3.1 Matrice faisceau

3.1.1 D�e�nitions et g�en�eralit�es

On consid�ere une ligne optique quelconque d�e�nie par une succession d'�el�ements ma-

gn�etiques droits (dipôles, quadrupôles et hexapôles) qui s'organisent autour d'une courbe

de r�ef�erence plane que l'on note C. Comme �a la sous{section 1.2.3, C est suppos�ee être

constitu�ee d'une suite d'arcs de cercle (au niveau des dipôles) et de segments droits (au

niveau des drifts, quadrupôles et hexapôles). On param�etrise la courbe C par une abscisse

curviligne s, de sorte que s = 0 en d�ebut de ligne et s = s� en bout de ligne, c.{�a{d. au

point d'interaction (IP).

Distribution de particules

La ligne est parcourue par un faisceau de particules charg�ees, de distribution initiale

�0(X) = �(X; s = 0)

o�u le vecteur 6{dimensionnel X est d�e�ni au d�ebut de la sous{section 1.3.1. On consid�ere

maintenant une abscisse s1 quelconque le long de la ligne ainsi que deux domaines in�-

nit�esimaux de l'espace des phases, D0 et D1, de point moyen et de volume �el�ementaire
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respectifs (X0, dX0) et (X1, dX1). On suppose que le domaine D1 est l'image de D0 par

le mapping M(0!s1). Par conservation du nombre de particules, on a avec des notations

�evidentes

dN0(X0)
def
= �0(X0) dX0 = dN1(X1)

def
= �(X1; s1) dX1 : (3.2)

Mais le coe�cient de dilatation

 
dX1

dX0

!
n'est rien d'autre que la valeur absolue du Jacobien

de la transformation X !M(X; 0!s1) au point X0. En n�egligeant une fois de plus tous

les processus non{Hamiltoniens, ce coe�cient est donc �egal �a l'unit�e par symplecticit�e (cf.

sous{section 1.3.4) et �nalement, en utilisant l'�equation pr�ec�edente, on obtient

�(X; s) = �0
�
M�1

(X; s)
�

(3.3)

quelque soit l'abscisse s le long de la courbe C et la position X dans l'espace des phases

6{dimensionnel.

O�set et matrice faisceau

Dans toute la suite, siQ d�esigne une quantit�e quelconque relative au faisceau, on notera

hQi(s) sa valeur moyenne sur la distribution de particules �a l'abscisse s, soit

hQi(s) = 1

Ne

Z
Q(X) �(X; s) dX

o�u Ne est le nombre total de particules dans la distribution �0. Aussi, en utilisant l'�equation

3.3 ainsi que la symplecticit�e des mappings consid�er�es, on obtient

hQi(s) = hQ �M(s)i(0) (3.4)

o�u, par abus de langage, M(s) d�esigne la transformation X !M(X; 0! s).

A n'importe quelle abscisse s le long de la ligne, on d�e�nit alors la matrice faisceau �(s)

comme �etant la matrice de covariance du vecteurX sur la distribution �(X; s) (se reporter

par exemple �a la r�ef�erence [14]), soit

�(s) =
D
X fXE(s)� hXi(s) hfXi(s) = �

hXiXji(s)� hXii(s) hXji(s)
�

1 �i� 6

1 �j� 6

(3.5)

o�u
fX repr�esente le vecteur ligne, transpos�ee du vecteur colonne X.

En�n, le vecteur hXi(s) est souvent retenu comme �etant l'o�set du faisceau �a l'abscisse s, �a

ne pas confondre avec la quantit�e �X(s) portant la même appellation (pour une raison que

nous verrons ult�erieurement) mais d�esignant l'image du point X=0 par la transformation

M(s).
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Cas d'un transport lin�eaire

On s'int�eresse ici au cas particulier o�u le transport du faisceau est lin�eaire. Plus pr�eci-

s�ement, ceci signi�e que l'on suppose que le mapping M(s) s'�ecrit

M(s)(X)
def
= M(s;X) = �X(s) +R(s)X : (3.6)

En comparant avec l'�equation 1.42, cela revient �a omettre les termes T (X;X) et U(X;X;X)

ainsi que tous ceux d'ordre sup�erieur. Cependant, nous devons rester bien conscients du

fait qu'une telle approximation n'est valable que dans le cas o�u la distribution initiale,

�0(X), reste tr�es piqu�ee autour de z�ero. On se r�ef�erera alors �a la sous{section 3.1.3 pour la

quanti�cation de ces e�ets dits d'aberrations et que l'on n�eglige ici (aberrations chroma-

tiques cr�e�ees pour la plupart par les termes Tij6 non nuls de la matrice T , et aberrations

g�eom�etriques).

Ceci �etant dit, en utilisant la relation pr�ec�edente ainsi que les �equations 3.4 et 3.5, on

obtient dans ce cas bien pr�ecis8><
>:
hXi(s) = �X(s) + R(s) hXi(0)

�(s) = R(s)�(0) eR(s) : (3.7)

D'apr�es la premi�ere de ces deux relations, les vecteurs hXi(s) et �X(s) sont donc �egaux

lorsque le faisceau est centr�e sur l'axe en d�ebut de ligne (c.{�a{d. hXi(0) = 0), d'o�u la même

appellation souvent utilis�ee pour ces deux quantit�es.

3.1.2 Interpr�etation des erreurs dans la matrice R en terme de

coe�cients de couplage dans la matrice faisceau

Hypoth�eses de travail et notations

On d�esigne par R0 la matrice R(0)
(s�) relative �a la ligne id�eale et par �0 la matrice

faisceau �a l'entr�ee de la ligne. Dans toute la suite de cette section, on supposera que la

matrice �
�
0
def
= R0�0

eR0 est une matrice diagonale (qui n'est ni plus ni moins que la matrice

faisceau au point de collision calcul�ee dans le cadre de l'approximation lin�eaire):

�
�
0
def
= Diag

�
��

2

x0
; ��

2

x00
; ��

2

y0
; ��

2

y00
; ��

2

z0
; ��

2

�0

�
(3.8)

o�u ��x0, �
�
y0
, ��x00

, ��y00
, ��z0

def
= �z et �

�
�0

def
= �� repr�esentent respectivement la taille faisceau

horizontale et verticale, la divergence faisceau horizontale et verticale, la longueur du fais-

ceau et sa dispersion en �energie au point d'interaction (valeurs RMS) et dans le cas de la

ligne id�eale. On d�e�nit �egalement les cinq quantit�es suivantes:
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8>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>:

le rapport d'aspect �a l'IP : Rasp =
��x0
��y0

:

les fonctions � horiz. et vert. �a l'IP: ��x =
��x0
��x00

��y =
��y0
��y00

:

les rapports longueur du paquet

sur fonctions � �a l'IP : Ax =

�z �
�
x00

��x0
=

�z

��x
Ay =

�z �
�
y00

��y0
=

�z

��y
:

(3.9)

On note en�n R
def
= (1 + �Q)R0 la matrice de transfert de la ligne r�eelle (c.{�a{d. avec

erreurs). Comme R et R0 appartiennent toutes deux au sous{groupe G de Sp6 d�e�ni �a la

sous{section 1.3.4, il en est donc de même pour la matrice 1+�Q = RR�10 . Par cons�equent,

si l'on reprend la relation 1.46, on obtient

�Q = exp(�)� 1 = �+

�
2

2

+ : : : avec � =

0
BBBBBBBB@

�1 �2 �7 �8 0 �11

�3 ��1 �9 �10 0 �12

��10 �8 �4 �5 0 �13

�9 ��7 �6 ��4 0 �14

��12 �11 ��14 �13 0 �15

0 0 0 0 0 0

1
CCCCCCCCA
;

soit8><
>:

�Q11= �1 +
1

2

�
�21+�2�3��7�10+�8�9

�
+ �(�3) �Q33= �4 +

1

2

�
�24+�5�6��7�10+�8�9

�
+ �(�3)

�Q22=��1 +
1

2

�
�21+�2�3��7�10+�8�9

�
+ �(�3) �Q44=��4 +

1

2

�
�24+�5�6��7�10+�8�9

�
+ �(�3)(

�Q12=�2 + �(�3) �Q34=�5 + �(�3)

�Q21=�3 + �(�3) �Q43=�6 + �(�3)8>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

�Q13= �7 +
1

2
(�1�7+�2�9 + �4�7+�6�8) + �(�3) �Q42= ��7 +

1

2
(�1�7+�2�9 + �4�7+�6�8) + �(�

3)

�Q14= �8 +
1

2
(�1�8+�2�10��4�8+�5�7) + �(�3) �Q32= �8 �

1

2
(�1�8+�2�10��4�8+�5�7) + �(�

3)

�Q23= �9 �
1

2
(�1�9��3�7��4�9��6�10) + �(�3) �Q41= �9 +

1

2
(�1�9��3�7��4�9��6�10) + �(�

3)

�Q24=�10 �
1

2
(�1�10��3�8+�4�10��5�9) + �(�3) �Q31=��10 �

1

2
(�1�10��3�8+�4�10��5�9) + �(�

3)8>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

�Q16= �11+
1

2
(�1�11+�2�12+�7�13+�8�14)+�(�

3) �Q52= �11�
1

2
(�1�11+�2�12+�7�13+�8�14)+�(�

3)

�Q26=�12�
1

2
(�1�12��3�11��9�13��10�14)+�(�

3) �Q51=��12�
1

2
(�1�12��3�11��9�13��10�14)+�(�

3)

�Q36=�13+
1

2
(�4�13+�5�14+�8�12��10�11)+�(�

3) �Q54= �13�
1

2
(�4�13+�5�14+�8�12��10�11)+�(�

3)

�Q46=�14 �
1

2
(�4�14��6�13+�7�12��9�11)+�(�

3) �Q53= ��14�
1

2
(�4�14��6�13+�7�12��9�11)+�(�

3)

�Q56 = �15+�(�
3)(

�Q15 = �Q25 = �Q35 = �Q45 = �Q55 = �Q65 = 0

�Q61 = �Q62 = �Q63 = �Q64 = �Q65 = �Q66 = 0 :

(3.10)
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Coe�cients de couplage et grossissements des tailles faisceau au point de col-

lision

Le chapitre 2 a �et�e consacr�e �a l'�etude d'une ligne optique quelconque pr�esentant certains

d�efauts pour ce qui est de la position et du champ magn�etique des di��erents aimants qui la

constituent. L'e�et de ces d�efauts a alors �et�e analys�e en terme de 
uctuations de certaines

quantit�es relatives au mappingM qui d�e�nit le transport d'un faisceau quelconque le long

de la ligne consid�er�ee, �a savoir l'o�set �X ainsi que les matrices R, T et U . En particulier,

selon le type d'erreur envisag�ee, certains coe�cients de la matrice �Q
def
= RR�10 �1 prennent

des valeurs non nulles dont l'e�et sur le faisceau au point d'interaction d�epend �evidemment

des caract�eristiques qu'il avait �a l'entr�ee de la ligne (matrice faisceau initiale �0) ainsi que

des sp�eci�cations de la ligne id�eale (matrice R0).

A�n d'analyser quantitativement ces e�ets, nous nous pla�cons sous l'hypoth�ese faite au

paragraphe pr�ec�edent (matrice �
�
0
def
= R0�0

eR0 diagonale) puis nous consid�erons une ligne

optique non id�eale pour laquelle la matrice �Q est donn�ee et dont les coe�cients v�eri�ent

les relations 3.10. Nous d�e�nissons alors la matrice suivante:

�
�
= R�0

eR = RR�10 �
�
0
eR�10 eR =

�
1+ �Q

�
�
�
0

�
1+g�Q� : (3.11)

Dans le cas d'un transport lin�eaire, �
�
0 (resp. �

�
) repr�esente donc la matrice faisceau au

point d'interaction apr�es transport le long de la ligne id�eale (resp. le long de la ligne avec

erreurs g�eom�etriques et erreurs de champ). Cependant, on admet que la disposition des

di��erents �el�ements optiques le long de la ligne est telle que l'e�et des aberrations sur la

distribution du faisceau au point d'interaction a pu être minimis�e (se r�ef�erer au chapitre 4

pour le cas de la ligne de focalisation �nale de TESLA). En d'autres termes, ceci signi�e

que le faisceau se transporte globalement de fa�con lin�eaire de l'entr�ee de la ligne jusqu'au

point d'interaction de sorte que les matrices �
�
0 ou �

�
d�e�nissent e�ectivement les matrices

faisceau au point de collision pour les cas de la ligne id�eale ou de la ligne avec d�efauts.

Ceci �etant dit, on obtient donc

�
�
= �

�
0 + ��� avec ��� = �Q�

�
0 + �

�
0
g�Q+ �Q�

�
0
g�Q : (3.12)

En utilisant l'�equation pr�ec�edente, les d�e�nitions 3.8 et 3.9 ainsi que les relations 3.10, on

est donc capable d'�evaluer les 
uctuations de la matrice faisceau au point d'interaction �a

l'ordre 1 en �Q ou en �.
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� Fluctuations des tailles transverses et de la divergence angulaire du faisceau:8>>>><
>>>>:

���x
��x0

=
q
1+���

11=�
�
2

x0
�1=�Q11+�(2)=�1+�(2)

���x0

��
x0

0

=
q
1+���

22=�
�
2

x0

0

�1=��Q11+�(2)=��1+�(2)

���y

��y0
=
q
1+���

33=�
�
2

y0
�1=�Q33+�(2)=�4+�(2)

���y0

��
y0

0

=
q
1+���

44=�
�
2

y0

0

�1=��Q33+�(2)=��4+�(2) :

� Couplages (x�x0) et (y�y0):8>>>><
>>>>:

r�xpx
def
=

��

12p
��

11

p
��

22

=
���

12

(��x0 + ���x)(�
�

x0

0

+ ���x0)
=
�Q12

��x
+ ��x�Q21 + �(2)=

�2

��x
+ ��x�3 + �(2)

r�ypy
def
=

��

34p
��

33

p
��

44

=
���

34

(��y0 + ���y)(�
�

y0

0

+ ���y0)
=
�Q34

��y
+ ��y�Q43 + �(2)=

�5

��y
+ ��y�6 + �(2) :

Ces deux coe�cients de couplage s'interpr�etent en terme de d�erive du n�ud de la fonction �

au point d'interaction, ou waist{shift (se reporter par exemple �a la r�ef�erence [16] pour ce qui

est de la th�eorie des fonctions �). En e�et, dans le design de la ligne id�eale, le point de colli-

sion correspond �a un minimum des fonctions �x et �y (a�n d'obtenir des tailles transverses

de faisceau aussi petites que possible), soit ��x;y = �min
x;y et

n
��x

def
= �

�
12 = 0 ; ��y

def
= �

�
34 = 0

o
.

D�es lors, lorsque les param�etres de Twiss ��x et ��y prennent des valeurs non nulles, les

minima des fonctions �x et �y se retrouvent d�ecal�es par rapport au point d'interaction.

Attachons{nous par exemple au waist{shift horizontal not�e �z�x. Pour ce faire, on d�esigne

par Dx la matrice R du drift de longueur �z�x et par �
�
x la sous{matrice 2�2 de �� :

Dx =

0
@ 1 �z�x

0 1

1
A et �

�
x =

0
@ �

�
11 �

�
12

�
�
21 �

�
22

1
A :

La fonction �x pr�esente donc un n�ud �a l'abscisse s�+�z�x si et seulement si la matrice

Dx �
�
x
gDx est diagonale, soit �z

�
x = ��

�
12=�

�
22 = �

q
�
�
11=�

�
22 r

�
xpx

� ���x r�xpx, d'o�u8>>><
>>>:

�z�x
��x

=� r�xpx + �(2)=�
�Q12

��x
� ��x�Q21 + �(2)=�

�2

��x
� ��x�3 + �(2)

�z�y

��y
=� r�ypy + �(2)=�

�Q34

��y
� ��y�Q43 + �(2)=�

�5

��y
� ��y�6 + �(2) :

� Couplages (x�y):
8>>><
>>>:

r�xy
def
=

��

13p
��

11

p
��

33

=
�Q13

Rasp

+Rasp �Q31 + �(2) =
�7

Rasp

�Rasp �10 + �(2)

r�pxpy
def
=

��

24p
��

22

p
��

44

=
��y

��x
Rasp �Q42 +

��x
��y

�Q24

Rasp

+ �(2)=�
��y

��x
Rasp �7 +

��x
��y

�10

Rasp

+ �(2)
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8>>><
>>>:

r�xpy
def
=

��

14p
��

11

p
��

44

=
�Q14

Rasp ��y
+ Rasp �

�

y �Q41 + �(2)=
�8

Rasp ��y
+ Rasp �

�

y �9 + �(2)

r�ypx
def
=

��

23p
��

22

p
��

33

=
Rasp

��x
�Q32 +

��x
Rasp

�Q23 + �(2)=
Rasp

��x
�8 +

��x
Rasp

�9 + �(2) :

� Couplages des plans (x�x0) et (y�y0) avec le plan (z��):
8>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>:

r�x�
def
=

��

16p
��

11

p
��

66

=
��

��x0
�Q16+�(2)=

��

��x0
�11+�(2) r�y� =

��

��y0
�Q36+�(2)=

��

��y0
�13+�(2)

r�px�
def
=

��

26p
��

22

p
��

66

=
�� �

�

x

��x0
�Q26+�(2)=

�� �
�

x

��x0
�12+�(2) r�py� =

�� �
�

y

��y0
�Q46+�(2)=

�� �
�

y

��y0
�14+�(2)

r�xDt

def
=

��

15p
��

11

p
��

55

=
��x0
�z

�Q15+�(2)=�
��x0
�z

�12+�(2) r�yDt =
��y0
�z

�Q35+�(2)=�
��y0
�z

�14+�(2)

r�pxDt

def
=

��

25p
��

22

p
��

55

=
��x0
��x �z

�Q25+�(2)=
��x0
��x �z

�11+�(2) r�pyDt=
��y0
��y �z

�Q45+�(2)=
��y0
��y �z

�13+�(2) :

Les �el�ements de matrice �Q16, �Q26, �Q36, �Q46 sont commun�ement appel�es dispersion

horizontale, dispersion angulaire horizontale, dispersion verticale et dispersion angulaire

verticale; ils sont not�es respectivement D�
x, D

�
px
, D�

y et D
�
py
.

� Couplage (z��):
r�Dt� =

��

�z
�Q56 + �(2) =

��

�z
�15 + �(2) :

En conclusion, les couples (�2; �3) et (�5; �6) engendrent respectivement un waist{shift

horizontal et un waist{shift vertical, les couples (�7; �10) et (�8; �9) sont �a l'origine des

couplages respectifs [ (x�y); (px�py) ] et [ (x�py); (y�px) ]; en�n, les coe�cients de couplage
(rx�; rpxDt), (rpx�; rxDt), (ry�; rpyDt), (rpy�; ryDt) et rDt� sont engendr�es respectivement par

les termes dispersifs �11, �12, �13, �14 et �15. Les angles �1 et �4, quant �a eux, sont responsables

des 
uctuations �a l'ordre 1 des tailles transverses du faisceau au point d'interaction et c'est

pr�ecis�ement ces deux quantit�es qu'il faut �a tout prix contrôler. Par exemple, pour ce qui

concerne les 
uctuations de la taille faisceau horizontale, on a en reprenant les calculs

pr�ec�edents

���x
��x0

= �1 + �(2) =
X
i

 
@�1

@�i

!
�i=0

��i + �(2)

o�u �i est un nom g�en�erique choisi pour d�esigner les d�efauts de la ligne. En cons�equence,

si l'on suppose que ces d�efauts poss�edent une moyenne statistique nulle sur l'ensemble des

con�gurations possibles de la ligne, on a avec des notations �evidentes

*
���x
��x0

+
con�gurations
de la ligne

= �(2)
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et on est donc dans l'incapacit�e de d�eriver quelque tol�erance que ce soit sur la magnitude

des erreurs de la ligne. Par cons�equent, le calcul des quantit�es ���x=�
�
x0
et ���y=�

�
y0
doit être

pouss�e au moins jusqu'�a l'ordre 2 en fonction des coe�cients de la matrice �Q (ou de la

matrice �). Ainsi, en utilisant compl�etement la relation 3.12, on obtient8>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>:

���x
��x0

=
q
1 + ���

11=�
�
2

x0
� 1= �Q11+

1

2

� �Q2
12

��
2

x

+
�Q2

13

R2
asp

+
�Q2

14

R2
asp �

�
2

y

+
�2�
��

2

x0

�Q2
16

�
+ �
�
�Q3

�
���y

��y0
=
q
1 + ���

33=�
�
2

y0
� 1= �Q33+

1

2

� �Q2
34

��
2

y

+ R2
asp �Q

2
31 +

R2
asp

��
2

x

�Q2
32 +

�2�
��

2

y0

�Q2
36

�
+ �
�
�Q3

�
:

|{z}
e�ets du
waist{shift

|{z}
e�ets du

couplage (x�y)

|{z}
e�ets des
couplages

(x�py) ou (y�px)

|{z}
e�ets

dispersifs

(3.13)

Un calcul �a l'ordre 2 des tailles faisceau transverses au point d'interaction n�ecessite donc

imp�erativement la connaissance des termes �Q11 et �Q33 �a ce même ordre dans les erreurs

de la ligne. Les d�eveloppements e�ectu�es au chapitre pr�ec�edent, en particulier le calcul

de la matrice R �a l'ordre 2 dans les d�efauts de la ligne, se justi�ent donc compl�etement.

Ainsi, comme annonc�e �a la sous{section 1.3.3, un calcul �a l'ordre 1 aurait �et�e bien plus

simple mais insu�sant pour l'objectif que l'on se �xe ici, c'est �a dire pour l'obtention d'un

d�eveloppement des quantit�es ���x=�
�
x0

et ���y=�
�
y0
�a l'ordre 2 dans les erreurs de la ligne.

3.1.3 E�ets des aberrations

Pour �nir, on s'int�eresse ici �a l'e�et des aberrations sur les moments d'ordre 1 et 2 de

la distribution du faisceau au point d'interaction, moments contenus dans les quantit�es

hXi� def
= hXi(s�) et �� def

=

D
XfXE(s�) � hXi�hfXi�. Par souci de simpli�cation, on suppose

dans un premier temps que la distribution initiale �0 est sym�etrique par rapport au point

X = 0 de sorte que le faisceau est centr�e �a l'entr�ee de la ligne ((hXi(0) = 0) et que les

moments d'ordre impair sur la distribution �0 sont tous nuls. En utilisant l'�equation 3.4

ainsi que les notations du chapitre 1 d�e�nissant les quantit�es �X�
, R�, T � et U� �a partir

du mapping M(s�) (�equation 1.42, sous{section 1.3.2), on a8>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:

hXii
� = hMi(X ; s�)i(0)

= �X�
i + T �ikl hXkXli(0) + �(4)

��ij = hMi(X ; s�)Mj(X ; s�)i(0)� hXii
� hXji

�

= R�ikR
�
jl hXkXli(0) + T �iklT

�
jmn

�
hXkXlXmXni(0)� hXkXli(0) hXmXni(0)

�
+�

R�ikU
�
jlmn + R�jkU

�
ilmn

�
hXkXlXmXni(0) + �(6)

(3.14)
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o�u l'on somme sur les indices muets r�ep�et�es deux fois. Les moments d'ordre 2 apparaissant

dans cette expression sont alors simplement donn�es par les �el�ements de matrice de �0,

hXkXli(0) = �0kl ;

puisque le faisceau est suppos�e centr�e sur l'axe �a l'entr�ee de la ligne. Dans le but d'�evaluer

les moments d'ordre 4, nous faisons l'hypoth�ese suppl�ementaire que la distribution �0 est

Gaussienne de sorte que

hXkXlXmXni(0) = �0kl �0mn
+ �0km �0ln + �0kn �0lm :

Ainsi, en utilisant �egalement la sym�etrie des matrices T et U , respectivement par rapport

�a leurs deux et trois derniers indices, on obtient �nalement8>><
>>:
hXii

� = �X�
i + T �ikl�0kl + �

�
�2
0

�
��ij = R�ik R

�
jl�0kl +

�
2T �ikm T

�
jln + 3

�
R�ikU

�
jlmn +R�jkU

�
ilmn

��
�0kl �0mn + �

�
�3
0

�
:

(3.15)

Comme attendu, on note au passage que le terme R�ik R
�
jl �0kl dans la seconde relation

n'est ni plus ni moins que le coe�cient (i; j) de la matrice R� �0
eR�, c.{�a{d. de la matrice

faisceau au point d'interaction calcul�ee en n�egligeant l'e�et des aberrations (�equation 3.11).

En�n, pour ce qui est de la ligne id�eale, les deux relations pr�ec�edentes se simpli�ent (�X�
=

0) et on a8>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>:

(4X)aberi
def
=

hXii
�q

��0ii

=
T0ikl �0klq

R0im R0in �0mn

+ �
�
�
3=2
0

�

(4�)aberij

def
=

��ij � ��0ijq
��0ii

q
��0jj

=
2T0ikm T0jln + 3

�
R0ik U0jlmn

+ R0jk U0ilmn

�
q
R0ip R0iq R0jr R0js �0pq �0rs

�0kl �0mn + �
�
�2
0

�
(3.16)

o�u T0
def
= T (0)

(s�) et U0
def
= U (0)

(s�).

Le probl�eme qui se pose d�esormais est de comparer ces e�ets �a ceux qui sont engendr�es par

les d�efauts de la ligne. La comparaison d�epend �evidemment des caract�eristiques de la ligne

id�eale et de celle du faisceau (plus la distribution 6{dimensionnelle du faisceau est piqu�ee

autour de z�ero, plus l'e�et des aberrations devient petit pour une ligne optique donn�ee ou,

plus pr�ecis�ement, l'e�et des aberrations est nul �a �emittance nulle). Le traitement du cas

g�en�eral est donc ardu et nous nous restreignons ici �a la situation relative aux param�etres

faisceau de TESLA et �a sa ligne de focalisation �nale (chapitre 4). Pour ce faire, nous
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tenons le raisonnement expos�e ci{apr�es. L'estimation des tol�erances sur les di��erents types

d'erreurs de la ligne sera faite en imposant �a certaines quantit�es relatives au faisceau

de 
uctuer en de�c�a de 2% (voir section 3.3). Ces quantit�es seront typiquement soit les

tailles faisceau transverses au point d'interaction calcul�ees �a partir de l'hypoth�ese d'un

transport lin�eaire (cf. �equation 3.13), soit la luminosit�e g�eom�etrique (cf. sous{section 3.2.2).

Maintenant, si l'�evaluation num�erique des quantit�es (4X)
aber

i et (4�)
aber

ij (relations 3.16)

donne des valeurs en de�c�a du pour{cent, on pourra a�rmer �a posteriori que les aberrations

ont une in
uence quasi nulle sur un calcul de tol�erances e�ectu�e dans l'hypoth�ese d'un

transport lin�eaire. Ceci sera parfaitement v�eri��e au prochain chapitre: l'ordre de grandeur

de l'e�et des aberrations sera estim�e �a \quelques 10
�4
" pour ce qui concerne la ligne

de focalisation �nale de TESLA, ligne dans laquelle les aberrations chromatiques ont �et�e

annul�ees �a l'ordre 2 �a l'aide d'hexapôles (annulation des coe�cients T0126 et T0346 qui sont

en g�en�eral les plus dangereux) et o�u les aberrations g�eom�etriques sont �egalement nulles au

second ordre (les paires d'hexapôles �etant s�epar�ees les unes des autres par des avances de

phases exactement �egales �a � [16]).

3.2 Luminosit�e

A la section pr�ec�edente, nous avons tent�e d'analyser les erreurs de la ligne par leurs

in
uences sur deux quantit�es concernant le faisceau au point d'interaction, �a savoir sa

position moyenne hXi� et la matrice faisceau �
�
. Dans cette nouvelle section, nous nous

int�eresserons �a une troisi�eme quantit�e: la luminosit�e au point de collision.

3.2.1 Pr�eliminaires

Le probl�eme qui se pose ici est de d�e�nir la luminosit�e lors de la collision de deux

faisceaux poss�edant une distribution quelconque au point d'interaction. Dans un r�ef�erentiel

donn�e, le taux d'interaction entre deux paquets monocin�etiques de particules, de vecteur

vitesse respectif ~v1 et ~v2 et de distribution �1 (~x; t) et �2 (~x; t), est d�ej�a bien connu [17] et

donn�e par

d2N

dV dt
= � �1 (~x; t) �2 (~x; t)

"
(~v1 � ~v2)2 �

(~v1 ^ ~v2)2

c2

# 1
2
def
= �

dL

dV
(3.17)

o�u � est la section e�cace de collision (invariante de Lorentz [17]), o�u dV repr�esente

l'�el�ement de volume o�u l'interaction a lieu et o�u L d�esigne la luminosit�e. La luminosit�e, L,
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int�egr�ee sur tout le volume et toute la dur�ee de l'interaction est alors d�e�nie par

L
def
=

N

�
=

1

c

Z
dx �1(x) �2(x)

"
(~v1 � ~v2)2 �

(~v1 ^ ~v2)2

c2

# 1
2

o�u x
def
= (ct; ~x) : (3.18)

On se propose ici, d'une part de red�eriver l'�equation 3.17, d'autre part de g�en�eraliser la

relation 3.18 au cas de deux paquets non monocin�etiques au point d'interaction.

On consid�ere donc deux paquets de particules de densit�e de charge �1;2(x) et de densit�e de

courant ~|1;2(x) donn�ees par

�1;2(x) =
X
i1;2

�
�
~x� ~xi1;2(t)

�
def
=

X
i1;2

�i1;2(x) et ~|1;2(x) =
X
i1;2

�
�
~x� ~xi1;2(t)

�
~vi1;2(t)

o�u ~xi1;2(t) et ~vi1;2(t) sont respectivement les trajectoires et les vitesses des particules i1 et

i2 des faisceaux 1 et 2 dans le r�ef�erentiel R du laboratoire (r�ef�erentiel du centre de masse

des deux faisceaux). Nous supposons en outre que le domaine d'interaction est situ�e dans

une r�egion o�u les vitesses des particules ne 
uctuent pas en fonction du temps (drift) et

nous d�e�nissons comme suit les distributions g�en�eralis�ees vitesse{position des faisceaux 1

et 2:

e�1;2 (~x;~v; t) def
=

X
i1;2

�i1;2(x) �
�
~v � ~vi1;2

�
=

X
i1;2

�
�
~x� ~xi1;2(t)

�
�
�
~v � ~vi1;2

�
: (3.19)

En�n, on note J1;2 les deux quadrivecteurs de Lorentz associ�es aux distributions �1;2 et

donn�es par

J1;2(x)
def
= [ �1;2(x) c ; ~|1;2(x) ] =

X
i1;2

Ji1;2 o�u Ji1;2
def
=

h
�i1;2 c ; �i1;2 ~vi1;2

i
:

Les quantit�es (Ji1 :Ji2)
2 � J2i1J

2
i2
sont donc des scalaires de Lorentz qui, �evalu�es dans le

r�ef�erentiel R, donnent

(Ji1:Ji2)
2 � J2i1J

2
i2
= �2i1 �

2
i2
c2
"
(~vi1 � ~vi2)2 �

(~vi1 ^ ~vi2)2

c2

#
: (3.20)

Au point x = (ct; ~x) dans le r�ef�erentielR, on note d4Pi1i2(x) la probabilit�e que les particules
i1 et i2, de vitesse respective ~vi1 et ~vi2, interagissent dans le volume dx = cdtd3~x. On se

place dans le r�ef�erentiel R0
o�u la particule i2 est au repos. On d�esigne par ~v0i1 le vecteur

vitesse de la particule i1 dans R0
. Dans ce r�ef�erentiel, on obtient avec un raisonnement

usuel

d4Pi1i2(x) = d4P 0i1i2(x
0
) = � (~pi1; ~pi2) �

0
i1
(x0) �0i2(x

0
) jj~v0i1jj d

3~x0dt0
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o�u x0 = (ct0; ~x0) est le point transform�e de x dans le changement de rep�ere R ! R0
, o�u

�0i1;2(x
0
)c d�esigne la premi�ere coordonn�ee du quadrivecteur J0i1;2(x

0
), transform�ee de Lorentz

de Ji1;2(x) dans ce changement de rep�ere, et o�u � (~pi1 ; ~pi2) repr�esente la section e�cace de

collision de deux particules de type 1 et 2, avec pour conditions initiales les impulsions

respectives ~pi1 et ~pi2 dans le r�ef�erentiel du laboratoire (on rappelle que � est invariante de

Lorentz). Mais,

8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

d3~x0dt0 = d3~xdt

�0i1(x
0
) �0i2(x

0
) jj~v0i1jj =

1

c

��
J0i1:J

0
i2

�2 � J
02

i1
J
02

i2

� 1
2

(x0) =
1

c

h
(Ji1:Ji2)

2 � J2i1J
2
i2

i 1
2
(x)

= �i1 �i2

"
(~vi1 � ~vi2)2 �

(~vi1 ^ ~vi2)2

c2

# 1
2

d'o�u l'�equation 3.17.

On fait d�es lors les deux hypoth�eses suivantes.

� � (~pi1 ; ~pi2) = � = Cst: la section e�cace de collision reste constante sur la plage de

variation des conditions initiales d'impulsion des particules de type 1 et 2. Ceci est �evi-

demment faux dans le cas g�en�eral; une telle a�rmation suppose donc que les distributions

g�en�eralis�ees e�1;2 soient tr�es piqu�ees autour de leur valeur moyenne lors de la collision. Ceci

est bien v�eri��e du point de vue de la physique des machines puisque l'un de ses objectifs

premiers est de minimiser la dispersion en �energie du faisceau tout au long du linac (� 10
�3

pour TESLA avant la collision) ainsi que sa divergence angulaire au point d'interaction

(� 30�rad pour TESLA). Toutefois, la dispersion en �energie cr�e�ee par beamstrahlung (c.{

�a{d. par le rayonnement synchrotron dû �a l'interaction avec le champ �electromagn�etique

coh�erent du faisceau oppos�e au cours de la collision) est de l'ordre de 1 { 1.5 % (valeur

RMS) pour les collisionneurs en dessous de 500 GeV. Cet e�et limite donc de fa�con cons�e-

quente la d�e�nition pr�ecise des param�etres des faisceaux au point de collision et pose un

probl�eme d�elicat pour la mesure des largeurs en �energie des r�esonances attendues, en par-

ticulier pour l'�etude de la physique du Top au seuil de production e+e� �! tt (mont�ee de

la section e�cace et estimation de sa masse �a 100 MeV pr�es [22]).

� Les probabilit�es d4Pi1i2(x) sont ind�ependantes, ce qui signi�e en d'autres termes que le

nombre total d'interactions entre les paquets 1 et 2 est �egal �a

N =

X
i1i2

Z
d4Pi1i2(x)

def
=

X
i1i2

Pi1i2 : (3.21)

Cependant, il est clair que lorsqu'une particule i1 du faisceau 1 interagit successivement

avec plusieurs particules du faisceau 2, disons deux particules i2 et i3, les quantit�es d
4Pi1i2
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et d4Pi1i3 ne peuvent plus s'additionner pour donner la probabilit�e totale d'interaction de i1
avec le paquet 2. Quoiqu'il en soit, les probabilit�es relatives �a ce type d'�ev�enement restent

n�egligeables par rapport aux quantit�es Pi1i2 (�equation 3.21), en tout cas pour ce qui est

des processus \int�eressants" au point de collision, les sections e�caces rencontr�ees �etant

tr�es faibles.

En reprenant les deux hypoth�eses pr�ec�edentes ainsi que la d�e�nition 3.19 des distributions

g�en�eralis�ees vitesse{position, on obtient donc, pour un processus donn�e, le nombre total

d'interactions entre les faisceaux 1 et 2:

N = �
X
i1i2

Z
d4Pi1i2(x) =

1

c

Z
dx

0
B@X
i1i2

�i1(x) �i2(x)

"
(~vi1 � ~vi2)2 �

(~vi1 ^ ~vi2)
2

c2

# 1
2

1
CA

= �

Z
dt d3~x d3~v1 d

3~v2

8><
>:e�1 (~x;~v1; t) e�2 (~x;~v2; t)

"
(~v1 � ~v2)2 �

(~v1 ^ ~v2)2

c2

# 1
2

9>=
>;

d'o�u

L =

N

�
=

Z
dtd3~xd3~v1d

3~v2

8><
>:e�1 (~x;~v1; t) e�2 (~x;~v2; t)

"
(~v1 � ~v2)2 �

(~v1 ^ ~v2)2

c2

# 1
2

9>=
>; (3.22)

qui est une extension de la formule 3.18 au cas d'une collision de deux paquets de particules

non monocin�etiques.

3.2.2 La luminosit�e g�eom�etrique

Cette sous{section a pour but d'introduire ce qu'il est commun�ement appel�e la lu-

minosit�e g�eom�etrique, c'est �a dire la quantit�e L d�e�nie pr�ec�edemment mais calcul�ee en

ignorant l'e�et dit de disruption des deux faisceaux au point de collision (pinch e�ect).

Apr�es avoir �emis un certain nombre d'hypoth�eses (faisceaux Gaussiens ultra{relativistes,

collision frontale, transport lin�eaire), nous d�eriverons une expression analytique pour la

luminosit�e g�eom�etrique et, pour ce faire, nous nous inspirerons grandement du contenu de

la r�ef�erence [18].

Hypoth�eses de travail

Nous commen�cons ici par �emettre un certain nombre d'hypoth�eses concernant les fais-

ceaux 1 et 2 ainsi que leur transport le long des lignes optiques consid�er�ees.

� On suppose dans un premier temps que les deux faisceaux sont ultra{relativistes, soit
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Fig. 3.1 { Repr�esentation sch�ematique du point de collision

(~v1 � ~v2)
2 �

(~v1 ^ ~v2)
2

c2
= v21 + v22 � 2v1v2 cos�12 �

1

c2
v21v

2
2 sin2 �12

=
1

c2

��
c2 � ~v1:~v2

�2
�
�
c2 � v21

� �
c2 � v22

��
=

1

c2

�
c2 � ~v1:~v2

�2
�

c2


21 

2
2

�
1

c2

�
c2 � ~v1:~v2

�2
(3.23)

o�u �12 d�e�nit l'angle orient�e entre les vecteurs ~v1 et ~v2 et o�u les quantit�es 
1 et 
2 repr�e-

sentent les facteurs relativistes associ�es respectivement aux particules 1 et 2. En d�esignant

par X1 et X2 les vecteurs 6{dimensionnels param�etrisant les positions respectives des par-

ticules de type 1 et 2 dans l'espace des phases et en s'appuyant sur la �gure 3.1, on a avec

des notations �evidentes

~v1:~v2 =

0
BB@
vx1 cos�=2� vs1 sin�=2

vy1

vx1 sin�=2 + vs1 cos�=2

1
CCA �

0
BB@
�vx2 cos�=2� vs2 sin�=2

vy2

vx2 sin �=2� vs2 cos�=2

1
CCA

=
p20

m2
1
2

0
BBBB@

(X1)2 cos�=2�
ps1
p0

sin�=2

(X1)4

(X1)2 sin �=2 +
ps1
p0

cos�=2

1
CCCCA �

0
BBBB@
� (X2)2 cos�=2�

ps2
p0

sin�=2

(X2)4

(X2)2 sin�=2�
ps2
p0

cos�=2

1
CCCCA

o�u ps1;2=p0
2.18
=

q
1 + 2 (X1;2)6 =�0 + (X1;2)

2
6 � (X1;2)

2
2 � (X1;2)

2
4 et p0=(m
1;2) = p0c

2=E =

c

1=�0 + (X1;2)6

. Pour des particules ultra{relativistes (�0 = 1), en n�egligeant la dispersion

en �energie du faisceau au point d'interaction ((X1;2)6 � 0) et en se pla�cant dans l'hypoth�ese
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paraxiale ((X1;2)2
� 0 et (X1;2)4

� 0), on obtient ainsi

1� ~v1:~v2

c2
= 1 + cos� : (3.24)

� On suppose ensuite que la collision est frontale comme c'est le cas pour TESLA (� = 0).

En utilisant les �equations 3.23 et 3.24, l'expression de la luminosit�e (�equation 3.22) se

simpli�e et on a

L = 2

Z
cdt d3~x d3~v1 d

3~v2 e�1 (~x;~v1; t) e�2 (~x;~v2; t)
=

2

(2�)4

Z
d3~� d! I1

�
!; ~�

�
I�2

�
!; ~�

� (3.25)

o�u In
�
!; ~�

�
=

Z
cdt d3~x d3~v e�n(~x;~v; t) e�i!ct ei~�:~x =

Z
cdt d3~x �n(~x; t) e

�i!ct ei
~�:~x; n=1; 2 ;

(3.26)

sont les fonctions g�en�eratrices des distributions �1;2 (c.{�a{d. leur transform�ee de Fourier).

Il s'agit d�es lors de repasser �a la param�etrisation canonique utilis�ee jusqu'�a pr�esent (c.{�a{d.

de passer des variables (~x;~v; t) aux variables (X; s) et des distributions e�1;2 aux distribu-

tions �01;2(X1;2) d�e�nies au d�ebut de ce chapitre). Pour ce faire, on �ecrit simplement

{ cdt d3~x d3~v e�1 (~x;~v; t) = ds1 d
6X1 �1(X1; s1)

3:3
= ds1 d

6X1 �01

�
M�1

1 (X1; s1)
�
. On a

X15 = Dt1
def
= s1 � ct et s = s1 � s�, soit e�i!ct ei~�:~x = e�i!s

�

ei(�3�!)(s1�s
�) ei

e�X1
, o�u

e
�

est le vecteur ligne 6{dimensionnel (�1 ; 0 ; �2 ; 0 ; ! ; 0).

{ cdt d3~x d3~v e�2 (~x;~v; t) = ds2 d
6X2 �2(X2; s2)

3:3
= ds2 d

6X2 �02

�
M�1

2 (X2; s2)
�
. On a

X25 = Dt2
def
= s2 � ct et, d'apr�es la �gure 3.1, s = s� � s2 et x2 = �x, soit

e�i!ct ei
~�:~x

= e�i!s
�

ei(�3+!)(s
��s2) ei

e�PxX2
, o�u Px est l'op�erateur de parit�e x $ �x

dont la matrice est donn�ee par

0
BBBBB@

�1 0 0 0 0 0

0 �1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

1
CCCCCA.

Par cons�equent, il vient8>>><
>>>:
I1 = e�i!s

�
Z
ds1 d

6X1

�
ei(�3�!)(s1�s

�) ei
e�X1 �01

�
M�1

1 (X1; s1)
��

I2 = e�i!s
�
Z
ds2 d

6X2

�
ei(�3+!)(s

��s2) ei
e�PxX2 �02

�
M�1

2 (X2; s2)
��

:
(3.27)

� En�n, on fait l'hypoth�ese que les distributions initiales �01;2 sont Gaussiennes, soit

�0n(Xn) =
Nn

(2�)3 det
1
2 �0n

exp

�
�1

2

�fXn � fX0n

�
�
�1
0n

(Xn �X0n)

�
; n = 1; 2 ; (3.28)
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et l'on se place une fois de plus dans le cadre de l'approximation lin�eaire pour les mappings

M1;2, soit

M1;2(X1;2; s1;2)
def
= �X1;2(s1;2) +R1;2(s1;2)X1;2 :

En cons�equence, si l'on suppose que la r�egion d'interaction est situ�ee dans un espace vide

de champ (drift), on a

Mn(Xn; sn) =Mdrift

�
s� ! sn

�
�M�

n (Xn) = Dzn (RnXn + �Xn) ; n = 1; 2 (3.29)

o�u �X1;2
def
= �X1;2(s

�
), R1;2

def
= R1;2(s

�
) et o�u Dz1;2 d�esigne la matrice R du drift de longueur

z1;2=s1;2�s� (cf. sous{section 2.2.5):

Dz =

0
BBBBBBBBBBB@

1 z 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 z 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

1
CCCCCCCCCCCA
: (3.30)

Formule analytique exacte pour la \luminosit�e g�eom�etrique"

L'�equation pr�ec�edente 3.29 a suppos�e implicitement l'absence d'interaction lors de la

collision des deux faisceaux, ce qui est loin d'être le cas dans la r�ealit�e (se reporter par

exemple �a la r�ef�erence [19] pour une pr�esentation d�etaill�ee des probl�emes d'interaction

faisceau{faisceau). Cependant, �a partir de cette hypoth�ese purement acad�emique, nous

d�e�nissons ce qu'il est commun�ement appel�e la luminosit�e g�eom�etrique.

Nous commen�cons par calculer la quantit�e I1 donn�ee par l'�equation 3.27. En e�ectuant les

changements de variables z1=s1�s� et X1!M1(X1; s1)
3:29
= Dz1 (R1X1+�X1), il vient d�ej�a

I1 = e�i!s
�
Z
dz1 d

6X1

h
ei(�3�!)z1 exp

�
ie��Dz1 (R1X1 + �X1)

��
�01(X1)

i
:

On utilise ensuite la formule classique d'int�egration suivante: si �G(X) est une mesure

Gaussienne n{dimensionnelle de moyenne X0 et de matrice de covariance �0 et si Y est

un vecteur n{dimensionnel quelconque, on a

Z
dnX exp

�
i eY X� �G(X) = exp

�
i eY X0

�
exp

�
�1

2

eY �0Y

�
: (3.31)

Par cons�equent, on obtient �nalement

I1 = N1 e
�i!s�

Z 1

�1
dz1

�
ei(�3�!)z1 exp

�
ie�Dz1 �X

�
1

�
exp

�
� 1

2

e
�Dz1 �

�
1
fDz1 �

��
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o�u les quantit�es �X�
1

def
= R1X01 + �X1 et �

�
1
def
= R1�01

fR1 repr�esentent respectivement la

position moyenne du faisceau et la matrice faisceau au point d'interaction calcul�ees dans

l'hypoth�ese d'un transport lin�eaire. Par une d�emarche rigoureusement identique, on d�erive

une expression similaire pour I2:

I2 = N2 e
�i!s�

Z 1

�1
dz2

�
e�i(�3+!)z2 exp

�
ie�Dz2 �X

�
2

�
exp

�
� 1

2

e
�Dz2 �

�
2
fDz2 �

��

o�u �X�
2

def
= Px(R2X02 + �X2) et �

�
2

def
= PxR2�02

fR2Px. Par convention, on red�e�nit les

quantit�es X02 , �02, �X2 et R2 par rapport au rep�ere spatial (IP; x̂; ŷ; ŝ) (cf. Fig. 3.1), soit

X02 ! PxX02, �02 ! Px�02Px, �X2 ! Px �X2 et R2 ! PxR2Px. En utilisant le fait que

P2
x
= 1 et Px =

ePx, on obtient donc, comme pour le faisceau 1, �X�
2 = R2X02 + �X2 et

�
�
2 = R2�02

fR2.

Ceci �etant dit, on d�esigne par P l'op�erateur de projection sur le plan (x; y;Dt) 2 et par ~� le

vecteur tri{dimensionnel
e
�
eP = (�1 ; �2 ; !). A l'aide de ces nouvelles notations, on v�eri�e

ais�ement que les int�egrales I1 et I2 se r�e�ecrivent de la fa�con suivantes:

I1;2 = N1;2 e
�i!s�

Z 1

�1
dz1;2

�
e(�i�3�i!)z1;2 exp

�
i~�:
h
PDz1;2�X

�
1;2

i�
exp

�
�
1

2
~�:
h
PDz1;2�

�
1;2
eDz1;2

ePi:~��� :
En reprenant la relation 3.25 exprimant la luminosit�e L �a partir de ces deux quantit�es,

l'int�egration sur la variable �3 donne imm�ediatement le facteur 2� �(z1 + z2), d'o�u

L =

N1N2

4�3

Z
dz d3~� exp

�
i~�: ~Az

�
exp

�
� 1

2

~�:�z:~�

�

o�u ~Az est le vecteur P (Dz �X
�
1 �D�z �X

�
2) � 2 zẑ (avec ẑ

def
= [0; 0; 1]) et o�u �z d�esigne la

matrice 3�3 sym�etrique positive P
h
Dz�

�
1
fDz +D�z�

�
2
fD�z

i eP. Finalement, l'int�egration sur

~� se fait analytiquement �a partir de la formule d'int�egration 3.31 et on obtient la formule

suivante pour la luminosit�e g�eom�etrique:

L =

2N1N2

(2�)
3
2

Z 1

�1

exp

�
� 1

2

~Az:�
�1
z : ~Az

�

det

1
2 �z

dz (3.32)

avec

8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

~Az = P (Dz �X
�
1 �D�z �X

�
2 )� 2 zẑ

�X�
n = RnX0n + �Xn ; n = 1; 2

�z = P
h
Dz �

�
1
fDz +D�z �

�
2
fD�z

i eP
�
�
n = Rn �0n

eRn ; n = 1; 2 :

(3.33)

2.P =

0
B@ 1 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 1 0

1
CA.
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3.2.3 D�eveloppement de Taylor de la luminosit�e �a l'ordre 2 dans

les coe�cients de la matrice R et de l'o�set �X

Cadre de travail et notations

Outre les hypoth�eses faites au d�ebut de la sous{section pr�ec�edente qui ont permis de

d�e�nir la luminosit�e g�eom�etrique et de d�eriver son expression �nale 3.33, nous ajoutons les

quelques contraintes suivantes:

{ les deux faisceaux sont centr�es sur l'axe �a l'entr�ee de leur ligne respective, X01 =

X02 = 0 dans l'�equation 3.28, soit �X�
n = �Xn ; n = 1; 2, o�u l'on rappelle que les

quantit�es �X�
n et �Xn d�esignent respectivement la position moyenne du faisceau n au

point d'interaction et l'image du point X = 0 par le mapping Mn(0! s�).

{ les matrices faisceau �01 et �02 �a l'entr�ee de la ligne sont identiques, toutes deux

�egales �a la même matrice faisceau �0.

{ les matrices R relatives au transport le long des lignes id�eales 1 et 2 sont toutes deux

�egales �a la matrice R0. Si, comme pr�ec�edemment, on �ecrit Rn
def
= (1 + �Qn)R0

def
=

exp�nR0 ; n = 1; 2 ; on obtient en reprenant l'�equation 3.33

�z = P
h
Dz exp(�1)�

�
0 exp(

e
�1)

fDz +D�z exp(�2)�
�
0 exp(

e
�2)

fD�z

i eP (3.34)

o�u �
�
0 est la matrice faisceau id�eale au point d'interaction donn�ee par l'�egalit�e 3.8.

En r�esum�e, on consid�ere donc la luminosit�e g�eom�etrique comme une certaine fonction des

variables �X1;2 et �1;2.

Luminosit�e relative �a la ligne id�eale

En reprenant les �equations 3.33 et 3.34, on a pour le cas de la ligne id�eale

~Az = �2zẑ et �z = 2

0
BBB@
��

2

x0
+ z2 ��

2

x00
0 0

0 ��
2

y0
+ z2 ��

2

y00
0

0 0 �2z

1
CCCA

d'o�u l'on obtient, apr�es quelques manipulations sur l'�equation 3.32,

L(0) = HA(Ax; Ay)L0 avec

8>>>>><
>>>>>:
HA(Ax; Ay)

def
=

1p
�

Z 1

�1

e�u
2

duq
(1 +A2

x u
2
)(1 +A2

y u
2
)

L0
def
=

N1N2

4� ��x0 �
�
y0

(3.35)
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o�u les coe�cients Ax;y sont d�e�nis dans les relations 3.9. La luminosit�e g�eom�etrique id�eale

L(0) est donc le produit de la quantit�e bien connue L0 par le facteur de r�eduction HA

(hour{glass e�ect).

D�eriv�ees premi�eres et secondes de la luminosit�e g�eom�etrique en fonction des

coe�cients de la matrice R et de l'o�set �X

On d�esire dans ce dernier paragraphe �etudier les 
uctuations de la fonction L(�X1;2;�1;2)

autour de sa valeur nominale L(0). Ainsi, en comparaison avec ce qui a �et�e fait �a la section

pr�ec�edente concernant les tailles faisceau transverses au point d'interaction, on d�eveloppera

cette fonction jusqu'�a l'ordre 2 dans les quantit�es �X1;2 et �1;2. Une fois de plus, les calculs

rencontr�es sont fastidieux et on a fait appel au logiciel de calculs formels MAPLE [15]. Les

r�esultats obtenus sont r�esum�es ci{apr�es.

Nous commen�cons d'abord par quelques notations et d�e�nitions.

{ Pour un triplet quelconque d'entiers (i; j; k), on note fijk(Ax; Ay) le coe�cient

fijk(Ax; Ay)
def
=

1

4

p
�

Z 1

�1

e�u
2

u2k du

(1 +A2
x u

2
)

i
2 (1 +A2

y u
2
)

j

2

:

En particulier, on a fijk(Ax; Ay) � fijk(0; 0)=
(2k)!

22k+2k!
(soit fij0(0; 0)=1=4, fij1(0; 0)=

1=8, fij2(0; 0)=3=16; : : :).

{ On note

8>>><
>>>:
�x

def
= �X11 � �X21 = �x1 � �x2 �y

def
= �X13 � �X23 = �y1 � �y2

�px
def
= �X12 + �X22 = � bPx1 + � bPx2 �py

def
= �X14 + �X24 = �

bPy1 + � bPy2
�Dt

def
= �X15 � �X25 = �Dt1 � �Dt2

de sorte que le vecteur ~Az de l'�equation 3.33 est donn�e par ~Az =

0
BB@
�x+ z�px

�y + z�py

�Dt � 2z

1
CCA.

{ On pose ��i = �1i � �2i pour tous les entiers i compris entre 1 et 15.

{ En�n on d�e�nit les quantit�es suivantes:

X�
1

def
=

0
@ ��1

��4

1
A

X�
2

def
=

0
@ ��7

��10

1
A (couplages (x�y) et (px�py))

X�
3

def
=

0
@ ��8

��9

1
A (couplages (x�py) et (y�px))
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X+
4

def
=

0
BBBBB@

�+2

�+3

�+5

�+6

1
CCCCCA ; X�

4
def
=

0
BBBBBBBB@

��2

��3

��5

��6

�Dt

1
CCCCCCCCA

(waist{shifts et di��erence

de longueur de chemin)

X�
5

def
=

0
@��11
�x

1
A ; X�

6
def
=

0
@��13
�y

1
A ; X+

7
def
=

0
BB@
�+11

�+13

�+15

1
CCA (o�sets, dispersions

et couplage (Dt��))

X+
5

def
=

0
@�+12
�px

1
A ; X+

6
def
=

0
@�+14
�py

1
A ; X�

7
def
=

0
BB@
��12

��14

��15

1
CCA (o�sets et dispersions angulaires,

couplage (Dt��)).

Tous calculs faits, on obtient pour le d�eveloppement �a l'ordre 2 de la fonction L(�X1;2;�1;2)

�L

L(0)
=

1

HA

 
L:X+

1 +

1

2

7X
i=1

hfX+
i A

+
i X

+
i +

fX�
i A

�
i X

�
i

i!
+ �(3) (3.36)

o�u L est le vecteur ligne �2
�
f310 �A2

x f311 ; f130 �A2
y f131

�
et o�u les quantit�es (A�i ; i =

1 : : : 7) sont les matrices sym�etriques d�e�nies ci{apr�es
3
:

A+
1 =

0
@ f110 � 12A2

x f511 f330 �
�
A2
x +A2

y

�
f331 +A2

xA
2
y f332

f330 �
�
A2
x + A2

y

�
f331 +A2

xA
2
y f332 f110 � 12A2

y f151

1
A

A�

1 = � 2

0
@ f110 0

0 f110

1
A

A+
2 = � f331

0
@ A2

x (2 + R2) + A2
y=R

2 �
�
A2
x (1 +R2) + A2

y (1 + 1=R2)
�

�
�
A2
x (1 + R2) +A2

y (1 + 1=R2)
�

A2
xR

2 + A2
y (2 + 1=R2)

1
A

A�

2 = �

0
@ A2

xR
2 f131 + f310=R

2 �f110

�f110 R2 f130 + A2
y=R

2 f311

1
A

A+
3 = �

0
@ 1=�2z

�
A2
xR

2 f130 + A2
y=R

2 f310
�

f110

f110 �2z
�
R2 f131 + f311=R

2
�
1
A

3. A�n de simpli�er les notations, on a pos�e ici �x
def
= ��x0 et �y

def
= ��y0 .
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A�

3 = �

0
@ 1=�2z

��
A2
xR

2 +A2
y=R

2
�
f330 � 2A2

xA
2
yf331

�
f330 �

�
A2
xR

2 + A2
y=R

2
�
f331 + A2

xA
2
yf332

f330 �
�
A2
xR

2 +A2
y=R

2
�
f331 +A2

xA
2
yf332 �2z

��
A2
xR

2 + A2
y=R

2
�
f332 � 2f331

�
1
A

A+
4 = �

0
BBBBBBBB@

(Ax=�z)
2
f310 f110=2 0 0

f110=2 �2z f311 0 0

0 0 (Ay=�z)
2
f130 f110=2

0 0 f110=2 �2z f131

1
CCCCCCCCA

A�

4 =

0
BBBBBBBB@

(Ax=�z)
2
�
3A2xf511�f310

�
3A2xf511�f110=2 (AxAy=�z)

2 f331 A2xf331 �2 (Ax=�z)
2 f311

3A2xf511�f110=2 �2z (3f511�f311) A2yf331 �2zf331 �2f311

(AxAy=�z)
2 f331 A2yf331 (Ay=�z)

2
�
3A2yf151�f130

�
3A2yf151�f110=2 �2 (Ay=�z)

2 f131

A2xf331 �2zf331 3A2yf151�f110=2 �2z (3f151�f131) �2f131

�2 (Ax=�z)
2 f311 �2f311 �2 (Ay=�z)

2 f131 �2f131 2=�2z (2f111�f110)

1
CCCCCCCCA

A+
5 = �

0
@ (���z=�x)

2
f311 + (�xAx=�z)

2
(f311 � 2 f312) �2 f311

�2 f311 2 (�z=�x)
2
f311

1
A

A�

5 = �

0
@ (��=�x)

2
f310 +

�
�xAx=�

2
z

�2
(f310 � 2 f311) 2 (Ax=�z)

2
f311

2 (Ax=�z)
2
f311 2 f310=�

2
x

1
A

A+
6 = �

0
@ (���z=�y)

2
f131 + (�yAy=�z)

2
(f131 � 2 f132) �2 f131

�2 f131 2 (�z=�y)
2
f131

1
A

A�

6 = �

0
@ (��=�y)

2
f130 +

�
�yAy=�

2
z

�2
(f130 � 2 f131) 2 (Ay=�z)

2
f131

2 (Ay=�z)
2
f131 2 f130=�

2
y

1
A

A+
7 = �

0
BBBBBBBBB@

2
4 (��=�x)

2
f310+�

�xAx=�
2
z

�2
(f110 � 2f111)

3
5 0 0

0

2
4 (��=�y)

2
f130+�

�yAy=�
2
z

�2
(f110 � 2f111)

3
5 0

0 0 (��=�z)
2
(f110 � 2f111)

1
CCCCCCCCCA
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A�

7 = �

0
BBBBBBBB@

"
(���z=�x)

2
f311+

(�x=�z)
2
(f110 � 2f111)

#
0 0

0

"
(���z=�y)

2
f131+

(�y=�z)
2
(f110 � 2f111)

#
0

0 0 (��=�z)
2
(f110 � 2f111)

1
CCCCCCCCA

:

Pour �nir, nous remarquons dans l'�equation 3.36 l'existence du terme lin�eaire L:X+
1 =

L1�
+
1 + L2�

+
4 . Un calcul des mappings �a l'ordre 2 dans les erreurs de la ligne (chapitre 2)

se justi�e donc �a nouveau ici et pour la même raison que celle qui avait �et�e invoqu�ee �a la

section pr�ec�edente concernant les tailles faisceau transverses au point d'interaction.

3.3 Les di��erents crit�eres utilis�es pour le calcul de

tol�erances

En notant �Q l'une des trois quantit�es ���x=�
�
x0
, ���y=�

�
y0

ou �L=L(0), nous pouvons

r�esumer les di��erents r�esultats obtenus dans ce chapitre de la fa�con suivante.

� Par les relations 3.13 ou 3.36, �Q poss�ede un d�eveloppement connu �a l'ordre 2 dans

les coe�cients des vecteurs �X1;2 et des matrices �Q1;2 (reli�ees aux matrices �1;2 par les

relations 3.10).

� En utilisant le chapitre pr�ec�edent (cf. conclusion 2.4), on est capable de calculer au

point d'interaction les d�eriv�ees premi�eres et secondes de ces coe�cients par rapport aux

di��erents types d'erreurs envisag�ees dans les aimants de la ligne, lesquelles seront not�ees �ij

o�u les su�xes i et j d�esigneront respectivement le num�ero de l'aimant consid�er�e et le type

de d�efaut qui lui est associ�e (j=1 � � � 11 pour les dipôles, j =1 � � � 9 pour les quadrupôles

et j=1 � � � 7 pour les hexapôles, cf. sous{section 2.2.1).

Par cons�equent, en combinant les deux assertions pr�ec�edentes, on poss�ede pour la quantit�e

�Q un d�eveloppement jusqu'�a l'ordre 2 dans les erreurs de la ligne que l'on �ecrit formelle-

ment de la mani�ere suivante:

�Q =

X
ij

a
(1)
ij
��ij +

1

2

X
i1j;i2j

a
(2)
i1ji2j ��i1j��i2j + �(��

3
) (3.37)

et nous pouvons d�es lors calculer les tol�erances de la ligne relatives aux d�efauts d'alignement

de ses composantes et aux erreurs de champ dans ses aimants. Avant cela, cependant, il

s'agit de sp�eci�er un mod�ele statistique capable de d�ecrire ces erreurs par leurs corr�elations

spatiales et, si besoin est, par leurs corr�elations temporelles. Dans ce rapport, nous ne

consid�ererons que les deux situations simples expos�ees ci{apr�es.

131



3.3.1 Cas d'un d�efaut isol�e

Premi�erement, nous �etudions ici la situation o�u la ligne ne poss�ede qu'un seul d�efaut,

��ij , relatif �a l'aimant num�ero i et au type d'erreur num�ero j (ce cas d'�ecole permettant en

e�et une quanti�cation imm�ediate de la sensibilit�e des aimants par rapport aux di��erents

types d'erreurs envisag�ees). La tol�erance sur l'erreur consid�er�ee est alors donn�ee en impo-

sant �a la quantit�e �Q de 
uctuer en de�c�a de 2%, soit, en utilisant la relation formelle 3.37,���� a(1)ij ��ij + 1

2

a
(2)
ijij

��2ij

���� � 2% : (3.38)

En r�esolvant num�eriquement ce type d'�equation au prochain chapitre, il apparâ�tra que

le coe�cient a
(1)
ij

(venant de la partie lin�eaire des expressions 3.13 ou 3.36) n'aura en

g�en�eral aucune in
uence sur les tol�erances associ�ees aux �el�ements les plus sensibles de la

ligne TESLA (comme par exemple les quadrupôles des deux derniers doublets). Ainsi, la

solution de 3.38 sera en g�en�eral donn�ee par

��max
ij

= 0:2=

r���a(2)ijij
��� = 0:2

�����@
2�Q
@�2ij

�����
�1=2

:

3.3.2 Cas d'une distribution des erreurs sans corr�elations et de

moyenne nulle

La seconde situation consid�er�ee ici sera celle d'une distribution statistique des d�efauts

centr�ee autour de z�ero et dont la matrice de covariance est purement diagonale (absence de

corr�elations). En outre, on supposera que pour n'importe quel aimant i de la ligne, dipôle

(bend), quadrupôle ou hexapôle (sextupole) et pour n'importe quelle erreur de type j,

��ij
def
= �

(B;Q;S)
j . En utilisant la relation 3.37, on a donc

h�Qi =

1

2

8>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>:

11X
j=1

2
4X
iBj

a
(2)2

iBjiBj

3
5 �(B)2j

| {z }
contribution des
dipôles

+

9X
j=1

2
4X
iQj

a
(2)2

iQjiQj

3
5 �(Q)2j

| {z }
contribution des
quadrupôles

+

7X
j=1

2
4X
iSj

a
(2)2

iSjiSj

3
5 �(S)2j

| {z }
contribution des
hexapôles

9>>>>>>>>>>=
>>>>>>>>>>;

def 4
= �2%

8><
>:

11X
j=1

0
@ �

(B)
j

��max
Bj

1
A
2

+

9X
j=1

0
@ �

(Q)
j

��max
Qj

1
A
2

+

7X
j=1

0
@ �

(S)
j

��max
Sj

1
A
2
9>=
>;

(3.39)

4. Le signe + (resp. {) se rapporte au cas o�u la quantit�e �Q d�esigne le grossissement des tailles faisceau

transverses (resp. la perte en luminosit�e) au point d'interaction.
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o�u les quantit�es ��max
Bj

, ��max
Qj

et ��max
Sj

quanti�eront les tol�erances sur les d�efauts de type j

associ�es respectivement aux dipôles, quadrupôles et hexapôles.

Ceci �etant dit, si l'on consid�ere un mod�ele statistique quelconque d�ecrivant la distribution

des erreurs de la ligne (plus pr�ecis�ement, si l'on se donne les premiers et seconds moments

de cette distribution,

D
��ij

E
et

D
��i1j1��i2j2

E
), il est clair, au vu de l'�equation 3.37, que le

formalisme d�evelopp�e jusqu'�a pr�esent reste compl�etement adapt�e. Aussi a{t{il �et�e utilis�e

r�ecemment pour �etudier l'e�et des corr�elations \longue{distance" (ground motion) dans le

syst�eme de focalisation �nale de TESLA [20].

En�n, avant de clore ce chapitre, il nous faut tout de même faire la remarque suivante.

Comme nous l'avions pr�ecis�e pr�ec�edemment, �Q se r�ef�ere aux 
uctuations relatives des

tailles faisceau transverses ou �a celles de la luminosit�e g�eom�etrique au point d'interaction,

c'est �a dire �a des quantit�es calcul�ees dans le cadre de l'approximation lin�eaire. L'argument

pour cela a �et�e l'in
uence n�egligeable des aberrations (dans le cas de TESLA) sur les

tailles et o�sets du faisceau au point de collision apr�es un transport le long de la ligne

sans d�efauts. Maintenant, si l'on suppose que l'un des hexapôles de la ligne est sujet

�a une erreur de champ �K+
2 , l'e�et est nul sur l'o�set du faisceau en bout de ligne et

sur la matrice R(0)
de la ligne id�eale mais ne l'est pas sur la matrice T . En particulier,

on a T126 = T
(0)
126 +

�
@T=@K+

2

�
�K+

2 =

�
@T=@K+

2

�
�K+

2 6= 0 et de même T346 6= 0. Dans

ce cas bien pr�ecis, les aberrations chromatiques peuvent donc reprendre une in
uence

non n�egligeable sur le comportement transverse du faisceau au point d'interaction. Bien

que la m�ethode d�evelopp�ee ici permette le calcul des d�eriv�ees premi�eres de la matrice T

par rapport aux erreurs de la ligne, il est clair, au vu de l'�equation 3.14, que ceci reste

insu�sant: a�n d'obtenir de fa�con rigoureuse les d�eriv�ees secondes des tailles faisceau au

point d'interaction, par exemple par rapport aux erreurs de champ hexapolaire �K�
2 , il

nous faut connâ�tre les objets du type @2U=@2K�
2 , ce qui est faisable en th�eorie mais nous

pousserait tr�es loin dans le calcul des non{lin�earit�es de la ligne. En r�esum�e, le formalisme

actuel ne permet en aucun cas d'estimer les tol�erances relatives aux harmoniques 2m{

polaires (m � 3) des composantes de la ligne et, selon mon opinion, seule une m�ethode

classique de tracking reste capable de r�esoudre proprement et simplement ce probl�eme.

En conclusion, nous n'envisagerons dans le prochain chapitre que neuf d�efauts possibles

dans les dipôles (six erreurs g�eom�etriques et trois erreurs de champ �K+
0 et �K�

1 ), sept

d�efauts dans les quadrupôles (six erreurs g�eom�etriques et une erreur de champ �K+
1 ) et six

d�efauts dans les hexapôles (erreurs g�eom�etriques).
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Chapitre 4

Application �a la ligne de focalisation

�nale (FFS) du collisionneur lin�eaire

TESLA: calculs de tol�erances

Un programme FORTRAN interfac�e avec le logiciel graphique PAW [21] a �et�e �ecrit

dans le but d'utiliser le formalisme pr�ec�edemment d�evelopp�e aux calculs des tol�erances de

la ligne de focalisation �nale de TESLA. Les r�esultats ainsi obtenus seront pr�esent�es dans

la seconde section de ce chapitre mais nous commencerons ici par une description d�etaill�ee

de la ligne elle{même se rapportant aux param�etres actuels du faisceau TESLA 250 GeV.

4.1 Les param�etres et le syst�eme de focalisation �nale

de TESLA

4.1.1 Introduction

Les param�etres du faisceau TESLA au point d'interaction sont r�epertori�es dans le

tableau 4.1 [22]. La ligne de transfert destin�ee au transport du faisceau de la �n du linac

jusqu'au point de collision (beam delivery system ou BDS) se compose de cinq modules

distincts dont les fonctions principales sont d�ecrites bri�evement ci{apr�es [22]:

{ une section d'adaptation (Linac Matching Section ou LMS) compos�ee de six qua-

drupôles succ�edant au dernier quadrupôle du linac et dont le rôle essentiel est de

pouvoir moduler �a souhait les caract�eristiques transverses du faisceau au niveau des

collimateurs localis�es en aval.
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Energie [GeV] E0 =250

Emittance normalis�ee horizontale [radm] 
�x =14 10
�6

Taille faisceau horizontale (RMS) [nm] ��x0 =845

Divergence angulaire horizontale (RMS) [�rad] ��x00
=34

Fonction � horizontale [mm] �x =25

Emittance normalis�ee verticale [radm] 
�y =25 10
�8

Taille faisceau verticale (RMS) [nm] ��y0 =19

Divergence angulaire verticale (RMS) [�rad] ��y00
=27

Fonction � verticale [mm] �y =0:7

Rapport d'aspect Rasp =44:47

Longueur du paquet (RMS) [mm] �z =0:7

Dispersion en �energie (RMS) [%] �� =0:1

Nombre de particules par paquet Ne =3:6 1010

Nombre de paquets par train Nb =1130

Fr�equence de r�ep�etition [Hz] frep =5

Luminosit�e g�eom�etrique nominale [cm
�2
s
�1
] L0 =

frepNbN
2

4� ��x0 �
�
y0

= 3:6 1033

Facteur de r�eduction HA HA =0:86 (Ax = 0:03; Ay = 0:99)

Luminosit�e g�eom�etrique [cm
�2
s
�1
] L(0) =HA L0 = 3:1 1033

Tab. 4.1 { Param�etres faisceau au point d'interaction

{ une section de collimation (Collimation Section ou CS) constitu�ee de quatre r�egions

distinctes au centre desquelles (forts � et forte dispersion horizontale) est dispos�ee

une paire de collimateurs interceptant dans les deux plans transverses les particules

de mauvaise �energie et de grande amplitude. Les deux derniers collimateurs sont en

quadrature de phase (dans les deux plans transverses) avec le point d'interaction et

donc en phase avec le dernier doublet. De ce fait, leur fonction premi�ere est d'intercep-

ter les particules susceptibles de poss�eder une grande amplitude transverse au niveau

des deux derniers quadrupôles et donc d'engendrer un fort rayonnement synchrotron

inondant le d�etecteur. Les deux premiers collimateurs, quant �a eux, sont dispos�es en

phase par rapport au point d'interaction. Sont donc �ecart�ees les particules de forte

divergence angulaire au niveau du dernier doublet, c'est �a dire celles qui sont le plus

sensibles aux aberrations chromatiques g�en�er�ees en aval de la section de collimation.
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{ une station de mesure et de correction (Tuning and Diagnostic Section ou TDS) qui,

comme son nom l'indique, est d�esign�ee pour la mesure des �emittances transverses et

la minimisation des couplages (x{y). La correction de ces couplages s'e�ectue dans

un premier sous{module contenant quatre quadrupôles tourn�es (Skew Quadrupole

Correction Section ou SQSC), localis�es �a des avances de phases judicieusement choi-

sies et pouvant ainsi moduler de fa�con orthogonale les quatre coe�cients de couplage

(x{y) de la matrice faisceau. Ces derniers s'annulent alors th�eoriquement lorsque

l'�emittance verticale du faisceau est minimale; celle{ci est mesur�ee en aval �a l'aide de

quatre wire scanners agenc�es r�eguli�erement le long de trois mailles FODO et demie,

d'avance de phase 45
�
et de p�eriode 11 m (Emittance Measurement Section ou EMS).

{ une seconde section d'adaptation (Beta Matching Section ou BMS) contenant sept

quadrupôles; ces derniers fournissent un nombre su�sant de param�etres de libert�e

pour ce qui est de l'adaptation du faisceau �a l'entr�ee du syst�eme de focalisation �nale

(quatre conditions) et du choix de l'avance de phase dans les deux plans transverses

entre les collimateurs et le point d'interaction.

{ le syst�eme de focalisation �nale (�nal focus system ou FFS) compos�e de deux sous{

modules: une section de correction chromatique (Chromatic Correction Section ou

CCS) et un t�elescope (Final Transformer ou FT). La FFS sera d�ecrite de fa�con

d�etaill�ee dans la prochaine sous{section, son rôle essentiel �etant la d�emagni�cation

du faisceau par un facteur 15�50.

L [m] s [m] �x [m] �y [m] �x [2��rad] �y [2��rad]
depuis l'IP depuis l'IP

LMS 17:3 0:0 163:390 54:656 9:077 6:211

CS 389:5 17:3 13:081 7:244 8:625 6:125

TDS 183:4 406:8 13:081 7:244 5:125 4:625

BMS 31:5 590:2 21:258 9:713 3:107 2:879

CCS 331:4 621:7 5:614 1:766 2:500 2:500

FT 142:5 953:1 5:614 1:766 0:500 0:500

IP 1095:6 0:025 0:0007 0:000 0:000

Tab. 4.2 { Longueur, fonctions � et avances de phases �a l'entr�ee des di��erents modules

constituant la BDS
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Les principales caract�eristiques de la BDS sont list�ees dans le tableau 4.2. La d�emagni�ca-

tion totale du faisceau de la sortie du linac (maille FODO 60
�
, de p�eriode 94.5 m) jusqu'au

point d'interaction est 81�279, obtenue en grande partie par le syst�eme de focalisation

�nale d�ecrit ci-apr�es.

4.1.2 Description d�etaill�ee de la BMS et de la FFS

BMS

Type de Nom de L [m] K1 [m
�2
]

l'�el�ement l'�el�ement

Drift DB0 0:3

Quadrupôle QBF1 1:2 0:096813

Drift DB1 3:75

Quadrupôle QBD1 1:2 �0:106993
Drift DB1 3:75

Quadrupôle QBF2 1:2 0:081993

Drift DB1 3:75

Quadrupôle QBD2 1:2 �0:127817
Drift DB1 3:75

Quadrupôle QBF3 1:2 0:218132

Drift DB1 3:75

Quadrupôle QBD3 1:2 �0:214178
Drift DB1 3:75

Quadrupôle QBF4 1:2 0:151212

Drift DB0 0:3

Tab. 4.3 { Force et agencement des quadrupôles dans la BMS [23]

La BMS est une ligne de transfert relativement courte (31.5 m) constitu�ee de sept

quadrupôles (voir Tab. 4.3). D'une part, elle permet d'ajuster dans une plage de valeurs

relativement vaste les fonctions ��x et ��y au point de collision tout en annulant les para-

m�etres de Twiss �x et �y (couplages (x� x0) et (y � y0)) �a l'entr�ee de la FFS (et donc �a

l'IP puisque la FFS se comporte id�ealement comme un pur t�elescope dans les deux plans

transverses); d'autre part, le rôle de la BMS est �egalement d'optimiser le choix des avances

de phases, 4�x et 4�y, entre la sortie de la section de collimation et le point d'inter-

action. L'�evolution des fonctions � le long de cette ligne dans un fonctionnement normal

de la machine (tailles faisceau 845 nm � 19 nm au centre du d�etecteur) est montr�ee en

�gure 4.1. Les avances de phases correspondantes sont alors �x � 219
�
et �y � 137

�
, ce

qui permet aux collimateurs de la CS d'avoir les avances de phases requises par rapport

au point d'interaction (c.{�a{d. m� ou (2n + 1)�=2).
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Fig. 4.1 { Evolution des fonctions � dans la BMS

CCS

La CCS est une ligne longue d'environ 330 m, de matrice R �egale �a l'identit�e et dont

la fonction premi�ere est de minimiser la forte chromaticit�e engendr�ee par les deux derniers

quadrupôles du t�elescope �nal (termes T126 et T346). Le principe de correction chromatique

par un entrelacement de dipôles et d'hexapôles est �evidemment d�ej�a bien connu [16] et

nous n'en rappellerons que les aspects principaux. Qualitativement, il s'agit de g�en�erer,

par l'insertion de dipôles droits, des r�egions fortement dispersives au sein desquelles sont

dispos�es des hexapôles. Si l'on consid�ere l'un de ces hexapôles de force int�egr�ee g2 et situ�e

dans une r�egion o�u la dispersion horizontale prend la valeur dx, toute particule d'impulsion

non nominale, P = P0 � (1 + �), voit, en le traversant, un champ quadrupolaire de force

int�egr�ee approximativement �egale �a g1 = g2 dx �; mais la focalisation que subit cette même

particule au niveau de l'un des quadrupôles du t�elescope �nal (et surtout au niveau du

dernier doublet) 
uctue �egalement en fonction de son �energie, (g(�) = g(0)=(1+ �) o�u g(0)

est la force int�egr�ee que voit la particule de r�ef�erence au niveau du quadrupôle consid�er�e).

Via une optimisation de la force des hexapôles, il devient alors possible de minimiser la

somme de ces deux e�ets.
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Fig. 4.2 { Repr�esentation sch�ematique d'une cellule 180
� de la CCSH

Revenons maintenant �a la description d�etaill�ee de la ligne CCS. Son design est identique �a

celui du Final Focus Test Beam (FFTB) op�erant au SLAC [24]. Elle se compose de deux r�e-

gions distinctes, CCSH et CCSV, qui corrigent de fa�con quasi ind�ependante la chromaticit�e

horizontale et la chromaticit�e verticale engendr�ees par le dernier doublet du t�elescope �nal.

L'une et l'autre de ces r�egions comptent deux cellules d'avance de phase 180
�
. Chacune de

ces quatre cellules abritent deux dipôles (�a entr�ee et sortie normales) dispos�es sym�etrique-

ment par rapport au quadrupôle central (la dispersion horizontale est ainsi nulle aux deux

extr�emit�es de la CCSH et de la CCSV) ainsi qu'une paire d'hexapôles de part et d'autre

de ce même quadrupôle (cf. Fig. 4.2). Par cons�equent, les paires d'hexapôles sont s�epar�ees

les unes des autres par une avance de phase �egale �a � de sorte qu'elles n'engendrent au-

cune aberration g�eom�etrique suppl�ementaire dans la matrice T totale de la ligne (voir par

exemple Ref. [16] pour une d�emonstration de ce r�esultat). En�n, du fait de l'inversion des

polarit�es des dipôles dans CCSH et CCSV (cf. Tab. 4.4), la CCS enti�ere est en forme de

\S" avec deux angles de d�e
exion oppos�es de l'ordre de 3 mrad g�en�er�es chacun par quatre

dipôles de longueur 19.5 m et de champ 32.7 mT. Le rayonnement synchrotron le long de

ces huit dipôles n'induit alors qu'une in�me augmentation de la dispersion en �energie du

faisceau; de même, la perte relative en �energie entre deux paires d'hexapôles cons�ecutives

reste elle aussi tr�es faible, estim�ee en dessous de 2�10�5 [22].
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Type de Nom de K0L [rad];

l'�el�ement l'�el�ement L [m] K1 [m
�2
]

ouK2 [m
�3
]

Quadrupôle QFFH 0:500 0:069411

Drift DRBQ 0:100

Dipôle BFH 19:511 7:667 10�4

Drift DRBQ 0:100

Quadrupôle QFDM 1:000 �0:069411
Drift DFH 18:411

Hexapôle SFH 1:200 8:617250

Drift DRQS 0:100

Quadrupôle QFFM 1:000 0:069411

Drift DRQS 0:100

Hexapôle SFH 1:200 8:617250

Drift DFH 18:411

Quadrupôle QFDM 1:000 �0:069411
Drift DRBQ 0:100

Dipôle BFH 19:511 7:667 10�4

Drift DRBQ 0:100

Quadrupôle QFFH 0:500 0:069411

Type de Nom de K0L [rad];

l'�el�ement l'�el�ement L [m] K1 [m
�2
]

ouK2 [m
�3
]

Quadrupôle QFDV 0:500 �0:069411
Drift DRBQ 0:100

Dipôle BFV 19:511 7:667 10�4

Drift DRBQ 0:100

Quadrupôle QFFW 1:000 0:069411

Drift DFV 18:411

Hexapôle SFV 1:200 39:972583

Drift DRQS 0:100

Quadrupôle QFDW 1:000 �0:069411
Drift DRQS 0:100

Hexapôle SFV 1:200 39:972583

Drift DFV 18:411

Quadrupôle QFFW 1:000 0:069411

Drift DRBQ 0:100

Dipôle BFV 19:511 7:667 10�4

Drift DRBQ 0:100

Quadrupôle QFDV 0:500 �0:069411

Tab. 4.4 { Force et agencement des aimants dans une cellule 180
� des lignes CCSH et

CCSV [23]

FT

La ligne FT est un syst�eme purement t�elescopique d'une longueur approximative de

140 m. Compos�e de deux doublets de quadrupôles, distants d'environ 130 m (cf. Tab. 4.5),

ce dernier r�eduit les tailles transverses du faisceau par un facteur 15 horizontalement et

50 verticalement. A�n d'achever une telle d�emagni�cation, le dernier doublet du t�elescope

contient deux \quadrupôles supras" de 48 mm de diam�etre interne [22] pouvant atteindre

des gradients de l'ordre de 250 T/m, soit K1 � 0:3m�2
�a 250 GeV.

L'�evolution des fonctions �x, �y, Dx (dispersion horizontale), �x et �y le long de la ligne

(CCS{FT) est montr�ee aux �gures 4.3 et 4.4.
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Fig. 4.3 { Evolution des fonctions � et de la dispersion horizontale dans la FFS

Fig. 4.4 { Evolution des fonctions �x et �y dans la FFS

142



Type de Nom de L [m] K1 [m
�2
]

l'�el�ement l'�el�ement

Drift DF1 0:7500

Quadrupôle QFF1 0:5000 0:089911

Drift DF2 3:6454

Quadrupôle QFD1 0:5000 �0:091602
Drift DF3 130:6110

Quadrupôle QFF2 1:2543 0:299791

Drift DFD 0:3500

Quadrupôle QFD2 1:9054 �0:299791
Drift DFIP 3:0000

Tab. 4.5 { Force et agencement des quadrupôles dans le t�elescope �nal [23]

4.1.3 Aberrations

Comme nous l'avons pr�ecis�e �a la sous{section pr�ec�edente, la forte chromaticit�e engen-

dr�ee par les deux quadrupôles du dernier doublet est corrig�ee en amont par les quatre

paires d'hexapôles de la CCS dont la force est �x�ee par la condition T0126 = T0346 = 0. Il

subsiste bien sûr des aberrations chromatiques d'ordre sup�erieur (entre autres les termes

U0ijk6) susceptibles d'induire �a leur tour un grossissement des tailles transverses du fais-

ceau au point de collision
1
(cf. relations 3.16). Cependant, comme nous allons le voir, la

condition d'achromaticit�e au deuxi�eme ordre est su�sante pour la FFS de TESLA, compte

tenu d'une dispersion en �energie du faisceau relativement faible.

Dans ce but, nous illustrons en �gure 4.5 la d�ependance en �energie des fonctions � au point

d'interaction et relative �a la ligne (BMS{FFS)
2
. Cette derni�ere d�etermine l'acceptance en

�energie du syst�eme; comme annonc�e pr�ec�edemment, elle apparâ�t plus que su�sante com-

par�ee �a la dispersion totale en �energie du train de paquets estim�ee �a moins de 0.2% �a

l'entr�ee de la BMS. De plus, les hexapôles de la CCS n'engendrent pas d'aberrations g�eo-

m�etriques au deuxi�eme ordre puisqu'ils viennent par paires cons�ecutives s�epar�ees les unes

des autres par une avance de phase de 180
�
[16]. Cependant, d'autres aberrations sub-

sistent �evidemment au troisi�eme ordre (matrice U) et au{del�a. Leurs e�ets sur les tailles

1. Ces aberrations ont �et�e identi��ees comme venant principalement des termes U01266 et U03466 [25].

2. En consid�erant la BDS enti�ere, on obtient pour les fonctions �x(�) et �y(�) des courbes quasi iden-

tiques �a celles donn�ees en �gure 4.5 [22].
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Fig. 4.5 { Acceptance en �energie de la ligne (BMS{FFS)

transverses du faisceau au point d'interaction ont �et�e quanti��es en utilisant les relations

3.16 du chapitre pr�ec�edent. Les valeurs num�eriques ainsi obtenues sont alors

8>>>>>><
>>>>>>:

 
���x
��x0

!aber
= � 0:4%

 
���y

��y0

!aber
= 0:3%

qui sont d'un ordre �equivalent �a celles estim�ees par un pur tracking. L'e�et est donc tout

�a fait n�egligeable
3
.

3. Pour une raison tr�es simple qui apparâ�tra �a la section suivante, ces deux valeurs num�eriques pro-

viennent d'un calcul e�ectu�e sur la ligne (BMS{FFS) et non pas sur la BDS enti�ere.
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4.2 Tol�erances

Les d�efauts d'alignement ainsi que les erreurs de champ dans les aimants localis�es

en amont de la BMS seront facilement d�etectables et corrig�es dans la TDS (Tuning and

Diagnostic Section). En revanche, les erreurs apparaissant en aval de la BMS seront plus

di�ciles �a mesurer et leurs e�ets seront plus d�elicats �a minimiser par les moniteurs de

taille faisceau moins pr�ecis et moins nombreux �equipant le point d'interaction et la sortie

de la CCS. Toute cette derni�ere partie sera donc consacr�ee �a des calculs de tol�erances ne

concernant plus que les aimants de la ligne (BMS{FFS).

Il est clair cependant qu'il existe �egalement certaines tol�erances concernant la pr�ecision avec

laquelle s'op�erent les corrections au niveau de la TDS. Celles{ci peuvent alors s'exprimer

en terme de tol�erances sur les conditions initiales de la distribution du faisceau au d�ebut

de la BMS:

{ la d�eviation 6{dimensionnelle �X0 du faisceau �a l'entr�ee de la ligne (BMS{FFS) qui

engendre un o�set �X�
= R0 �X0 au point de collision (R0 d�esignant, comme au

chapitre 3, la matrice R associ�ee �a la ligne id�eale).

{ la 
uctuation ��0 de la matrice faisceau initiale �0 qui, transport�ee jusqu'au point

d'interaction, g�en�ere des couplages non nuls: ��� = R0 ��0
eR0.

En reprenant la formule 3.32 donnant l'expression de la luminosit�e g�eom�etrique, on pourrait

alors calculer facilement ses d�eriv�ees premi�eres et secondes en fonction des quantit�es �X01;2

et ��01;2 (associ�ees aux faisceaux 1 et 2) et, de la même fa�con qu'�a la section 3.3, en d�eduire

les tol�erances recherch�ees.

N�eanmoins, nous avons pr�ef�er�e insister ici sur les tol�erances relatives aux d�efauts de la

ligne (BMS{FFS) et nous avons gard�e l'hypoth�ese d'un faisceau id�eal �a l'entr�ee de cette

ligne (c.{�a{d. �X0 = 0 et ��0 = 0).

4.2.1 Classi�cation des erreurs par leurs e�ets sur l'o�set �X et

sur la matrice R

On consid�ere ici les e�ets isol�es de d�efauts d'alignement et d'erreurs de champ de chaque

aimant de la ligne (BMS{FFS). Les d�eriv�ees premi�eres de l'o�set �X et de la matrice R

au point d'interaction ont alors �et�e calcul�ees pour tous les types d'erreurs consid�er�es au

chapitre 2, c'est �a dire les six erreurs g�eom�etriques des dipôles, quadrupôles et hexapôles,

les trois erreurs de champ dans les dipôles (erreurs de champ dans la composante dipolaire

ainsi que dans les deux composantes quadrupolaires, la composante droite et la composante
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tourn�ee) et l'erreur de champ quadrupolaire dans les quadrupôles de la ligne. Ces r�esultats

sont alors pr�esent�es dans les six s�eries d'histogrammes d�ecrits ci{apr�es, �gures 4.6 �a 4.11.

D�eplacements transverses

Un d�eplacement horizontal des dipôles et quadrupôles ou un d�eplacement vertical des

quadrupôles
4
cr�ee, respectivement, au premier ordre dans l'erreur consid�er�ee

{ une d�eviation horizontale ou verticale de la position du faisceau au point d'interaction.

{ une d�eviation angulaire horizontale ou verticale du faisceau au point d'interaction.

{ une dispersion horizontale ou verticale au point d'interaction.

{ une dispersion angulaire horizontale ou verticale au point d'interaction.

{ une erreur de champ quadrupolaire droit ou tourn�e g�en�er�ee au niveau des hexapôles

de la ligne au sein desquels la trajectoire centrale a �et�e d�evi�ee. Puisque ces derniers

viennent par paires cons�ecutives s�epar�ees par une matrice de transfert �egale �a �1,
l'e�et est nul au premier ordre pour tous les aimants (quadrupôles ou dipôles) localis�es

en dehors des deux paires d'hexapôles de la CCSH ou en dehors de celles de la CCSV.

Pour tous les autres aimants, l'erreur de champ quadrupolaire droit cr�ee un waist{

shift horizontal et vertical au point d'interaction alors que l'erreur de champ dans

la composante quadrupolaire tourn�ee engendre un couplage (x�y) dans la matrice

faisceau en bout de ligne.

Le d�eplacement horizontal ou vertical d'un hexapôle n'in
ue pas au premier ordre sur

l'o�set du faisceau au point d'interaction mais il engendre

{ une dispersion horizontale ou verticale au point d'interaction.

{ une dispersion angulaire horizontale ou verticale au point d'interaction.

{ une erreur de champ quadrupolaire droit ou tourn�e dont les e�ets sur la matrice

faisceau au point d'interaction sont similaires �a ceux �evoqu�es pr�ec�edemment.

La �gure 4.6 montre alors les e�ets des d�eplacements horizontaux xmag et verticaux ymag

des aimants de la ligne (ou xBQ et yBQ, pour dipôles et quadrupôles, lorsque le d�eplacement

transverse des hexapôles n'a aucun e�et au premier ordre) sur l'o�set 4{dimensionnel (�x�,

4. On suppose ici une parfaite homog�en�eit�e verticale du champ dans les dipôles, de sorte qu'un d�epla-

cement vertical de ces derniers n'a aucune incidence sur le faisceau.
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�p�x, �y
�
, �p�y), sur la dispersion 4{dimensionnelle (D�

x, D
�
px
, D�

y , D
�
py
), sur le waist{shift

horizontal et vertical (z�x, z
�
y) ainsi que sur les trois coe�cients de couplage (r

�
xy, r

�
xpy

, r�ypx),

tous calcul�es au point d'interaction. Pour exemple, le premier histogramme de la �gure

4.6 donne la valeur absolue des coe�cients ai (barres noires) et bi (barres blanches) qui

interviennent dans le d�eveloppement au premier ordre des quantit�es �x� et �y� en fonction

des d�eplacements transverses des dipôles et quadrupôles de la ligne:

8>>>>><
>>>>>:

�x�

��x
=

X
i2BQ

ai
xi

��x

�y�

��y
=

X
i2BQ

bi
yi

��y
:

Comme dans la formule pr�ec�edente, les d�eplacements transverses des aimants seront tou-

jours mis �a l'�echelle des tailles faisceau au point d'interaction. Les d�eriv�ees premi�eres de

l'o�set �X et de la matrice faisceau �
�
ont �et�e, quant �a elles, divis�ees par des facteurs ad�e-

quats qui tiennent compte de l'importance relative de ces quantit�es sur le grossissement

de taille faisceau ou sur la diminution de la luminosit�e au point de collision (voir Eq. 3.13

et Eq. 3.36 au chapitre pr�ec�edent). Cette normalisation d�e�nie ci{apr�es sera alors adopt�ee

pour tous les histogrammes apparaissant dans les �gures 4.6 �a 4.11:

{ ��x (resp. �
�
y) pour �x

�
(resp. �y�): premier histogramme en Fig. 4.6.

{ ��x=�z (resp. �
�
y=�z) pour �p

�
x (resp. �p

�
y): second histogramme en Fig. 4.6.

{ ��x=�� (resp. �
�
y=��) pour D

�
x (resp. D

�
y): troisi�eme histogramme en Fig. 4.6.

{ ��x= (�z��) (resp. �
�
y= (�z��)) pourD

�
px
(resp.D�

py
): quatri�emehistogramme en Fig. 4.6.

{ ��x (resp. �
�
y) pour z

�
x (resp. z

�
y): cinqui�eme histogramme en Fig. 4.6.

{ l'unit�e pour les trois coe�cients de couplage (x�y): sixi�eme histogramme en Fig. 4.6.

Rotations transverses

Par rotations transverses, nous entendons la rotation � autour de l'axe vertical et la

rotation � autour de l'axe horizontal (cf. chapitre 2). Leurs e�ets sur le faisceau au point

d'interaction sont alors rigoureusement identiques et d'une intensit�e similaire �a ceux g�en�er�es

par les d�eplacements transverses des aimants pour la raison simple suivante. En e�et, avec

nos conventions, les rotations � et � d'un �el�ement quelconque de la ligne correspondent

�a des d�eplacements transverses moyens de son axe magn�etique donn�es respectivement par
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dx = � L=2 et dy = �L=2 o�u L est la longueur de l'aimant consid�er�e; si ces rotations avaient

�et�e d�e�nies autour du point central de l'aimant, les d�eplacements correspondants dx et dy

auraient �et�e nuls. Ainsi, mis �a part les dipôles de la CCS qui font une vingtaine de m�etres,

on s'attend �a des tol�erances du même ordre de grandeur sur le d�eplacement horizontal dx

(resp. vertical dy) et l'angle azimutal � (resp. l'angle d'�el�evation �) de chacun des autres

aimants (avec la correspondance 1 m $ 1 rad).

Les valeurs absolues des quantit�es list�ees au paragraphe pr�ec�edent (paragraphe \D�eplace-

ments transverses") sont alors illustr�ees en �gure 4.7. Les angles sont en radians.

Int�eressons{nous par exemple �a l'e�et d'une rotation d'angle � du dernier quadrupôle

QFD2 sur la d�eviation d'orbite verticale du faisceau au point de collision. Au vu du pre-

mier histogramme de la �gure 4.7, on a

�
�y�=��y

�
� 10

8�, soit
�
�y�=��y

�
� 2

�
dy=��y

�
en

utilisant la correspondance �L=2$ dy �evoqu�ee pr�ec�edemment et sachant que ��y = 19 nm

(cf. Tab. 4.1) et que la longueur du dernier quadrupôle fait approximativement 2 m (cf.

Tab. 4.5). Maintenant, si l'on observe le premier histogramme de la �gure 4.6, on retrouve

imm�ediatement ce r�esultat!

D�eplacements longitudinaux

Le d�eplacement longitudinal d'un hexapôle n'a �evidemment aucune incidence sur l'or-

bite du faisceau ni sur la matrice faisceau calcul�ee dans l'approximation lin�eaire puisque

sa matrice de transfert reste �egale �a l'identit�e. En revanche, s'il s'agit d'un dipôle ou d'un

quadrupôle, un tel d�eplacement engendre au premier ordre

{ une d�eviation horizontale de la position et de l'angle du faisceau au point d'interaction

si l'aimant consid�er�e est un dipôle.

{ une dispersion horizontale au point d'interaction pour les dipôles et quadrupôles de

la CCS (r�egion dispersive).

{ un waist{shift horizontal et vertical pour tous les dipôles et quadrupôles de la ligne.

L'e�et des d�eplacements longitudinaux zBQ des dipôles et quadrupôles de la ligne (ou zB,

pour les dipôles uniquement) sur les quantit�es �x�, �y�, D�
x, D

�
px
, z�x et z

�
y est alors montr�e

en Fig. 4.8. Ces d�eplacements sont normalis�es �a la longueur �z du faisceau.

Rotations autour de l'axe longitudinal

Ce type de rotation se rapporte �a la rotation d'angle 	 du chapitre 2. Comme pr�ec�e-

demment, cette derni�ere n'a aucun e�et sur les hexapôles de la ligne (pour ce qui est de
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l'optique lin�eaire). Lorsqu'il s'agit de dipôles ou de quadrupôles, les e�ets engendr�es sont

les suivants:

{ une d�eviation verticale de la position et de l'angle du faisceau au point d'interaction

pour la rotation 	B d'un dipôle.

{ une dispersion verticale au point d'interaction pour la rotation 	BQ d'un des dipôles

ou quadrupôles de la CCS (r�egion dispersive).

{ un couplage (x�y) au point d'interaction pour tous les dipôles et quadrupôles de la

ligne.

Ces e�ets sont illustr�es en �gure 4.9. Les angles 	B et 	BQ sont en radians.

Erreurs de champ

Les e�ets des erreurs de champ dans les dipôles et quadrupôles de la ligne (�kBQ=kBQ

ou �hB=hB pour les dipôles uniquement) sur le faisceau au point d'interaction sont illustr�es

en �gure 4.10. Ils sont rigoureusement du même type que ceux g�en�er�es par un d�eplacement

longitudinal de ces aimants
5
.

En�n, le dernier type d'erreur consid�er�e ici est celui des harmoniques quadrupolaires dans

le champ des dipôles. Les e�ets engendr�es sont les suivants:

{ une dispersion horizontale (resp. verticale) au point d'interaction pour une erreur de

champ quadrupolaire droit k+1 (resp. tourn�e k
�
1 ) des dipôles de la ligne.

{ un waist{shift horizontal et vertical (resp. un couplage (x�y)) au point d'interaction

pour une erreur k+1 (resp. k�1 ).

En �gure 4.11, les erreurs k+1 et k�1 sont normalis�ees par le carr�e de la courbure des di��erents

dipôles de la ligne, h2B = 1=�2B. D'apr�es nos conventions (cf. Tab. 1.2), elles sont reli�ees aux

coe�cients multipolaires usuels, b2 et a2, par

b2 = r0 k
+
1 �B et a2 = �r0 k�1 �B

o�u r0 est le rayon de r�ef�erence auquel s'e�ectue la mesure de l'harmonique consid�er�ee (voir

par exemple Ref. [26] pour la d�e�nition des coe�cients multipolaires an et bn).

5. Le d�eplacement longitudinal ds d'un aimant quelconque de la ligne peut aussi s'interpr�eter comme

une erreur de champ localis�ee en entr�ee et en sortie de l'�el�ement consid�er�e.
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Déviation du faisceau

| y (yBQ y )| y

Déviation angulaire du faisceau

| p
y

(yBQ y )| z y

Dispersion

|∂Dx
* /∂(xmag/σx

* )|∗σδ/σx
*

|∂Dy
* /∂(ymag/σy

* )|∗σδ/σy
*

Dispersion angulaire

|∂D
px

*  /∂(xmag/σx
* )|∗σδσz/σx

*

|∂D
py

*  /∂(ymag/σy
* )|∗σδσz/σy

*

Waist-shift pour un déplacement horizontal des aimants

|∂(zx
* /βx

* )/∂(xmag/σx
* )|

|∂(zy
* /βy

* )/∂(xmag/σx
* )|

Couplage (x-y) pour un déplacement vertical des aimants

|∂r
xy

*  /∂(ymag/σy
* )|

|∂r
xpy

*    /∂(ymag/σy
* )|

|∂r
ypx

*    /∂(ymag/σy
* )|

Fig. 4.6 { E�ets engendr�es par les d�eplacements transverses des aimants de la ligne (BMS{

FFS)
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Déviation du faisceau

| y φBQ| y [ ]

Déviation angulaire du faisceau

| p
y

φBQ| z y [ ]

Dispersion

|∂Dx
* /∂Θmag|∗σδ/σx

* [rad-1]

|∂Dy
* /∂φmag|∗σδ/σy

* [rad-1]

Dispersion angulaire

|∂D
px

*  /∂Θmag|∗σδσz/σx
* [rad-1]

|∂D
py

*  /∂φmag|∗σδσz/σy
* [rad-1]

Waist-shift pour une rotation des aimants autour de l’axe vertical

|∂(zx
* /βx

* )/∂Θmag|[rad-1]

|∂(zy
* /βy

* )/∂Θmag|[rad-1]

Couplage (x-y) pour une rotation des aimants autour de l’axe horizontal

|∂r
xy

*  /∂φmag|[rad-1]

|∂r
xpy

*    /∂φmag|[rad-1]

|∂r
ypx

*    /∂φmag|[rad-1]

Fig. 4.7 { E�ets engendr�es par les rotations transverses des aimants de la ligne (BMS{

FFS)
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Dispersion horizontale Dispersion angulaire horizontale

p

Waist-shift

|∂(zx
* /βx

* )/∂(zBQ/σz)|

|∂(zy
* /βy

* )/∂(zBQ/σz)|

Déviation horizontale du faisceau

|∂δx* /∂(zB/σz)|∗1/σx
*

Déviation angulaire horizontale du faisceau

|∂δp
x

* /∂(zB/σz)|∗σz/σx
*

Fig. 4.8 { E�ets engendr�es par les d�eplacements longitudinaux des dipôles et quadrupôles

de la ligne (BMS{FFS)
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Dispersion verticale Dispersion angulaire verticale

py

Couplage (x-y)

|∂r
xy

*  /∂ΨBQ|[rad-1]

|∂r
xpy

*   /∂ΨBQ|[rad-1]

|∂r
ypx

*   /∂ΨBQ|[rad-1]

Déviation verticale du faisceau

|∂δy* /∂ΨB|∗1/σy
* [rad-1]

Déviation angulaire verticale du faisceau

|∂δp
y

*  /∂ΨB|∗σz/σy
* [rad-1]

Fig. 4.9 { E�ets engendr�es par les rotations des dipôles et quadrupôles de la ligne (BMS{

FFS) autour de l'axe longitudinal
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Dispersion horizontale Dispersion angulaire horizontale

Waist-shift

|∂(zx
* /βx

* )/∂kBQ∗kBQ|

|∂(zy
* /βy

* )/∂kBQ∗kBQ|

Déviation horizontale du faisceau

|∂δx* /∂hB∗hB|∗1/σx
*

Déviation angulaire horizontale du faisceau

|∂δp
x

*  /∂hB∗hB|∗σz/σx
*

Fig. 4.10 { E�ets engendr�es par les erreurs de champ dans les dipôles et quadrupôles de

la ligne (BMS{FFS)
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Dispersion

|∂Dy
* /∂(k1

- /hB
2 )|∗σδ/σy

*

Dispersion angulaire

|∂D
py

*  /∂(k1
- /hB

2 )|∗σδσz/σy
*

Waist-shift pour une erreur de champ quadrupolaire droit

|∂(zx
* /βx

* )/∂(k1
+ /hB

2)|

|∂(zy
* /βy

* )/∂(k1
+ /hB

2)|

Couplage (x-y) pour une erreur de champ quadrupolaire tourné

|∂r
xy

*  /∂(k1
- /hB

2 )|

|∂r
xpy

*    /∂(k1
- /hB

2 )|

|∂r
ypx

*    /∂(k1
- /hB

2 )|

Fig. 4.11 { E�ets engendr�es par les erreurs de champ quadrupolaire dans les dipôles de la

ligne (BMS{FFS)
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4.2.2 Exemples

L'objectif de cette sous{section est de valider par une m�ethode directe certains des

r�esultats remarquables observ�es sur la s�erie d'histogrammes pr�ec�edents.

Sensibilit�e des quantit�es �x� et �p�x par rapport aux d�eplacements longitudinaux

des dipôles de la CCS

Dans un premier temps, tâchons de comprendre pourquoi le d�eplacement longitudinal

ds d'un des dipôles de la CCS cr�ee une d�eviation d'orbite horizontale du faisceau au point

de collision qui ne d�epend pas du dipôle consid�er�e (voir les deux derniers histogrammes de

la �gure 4.8):

j�x�j
��x

� 0:042
jdsj
�z

et

j�p�xj
(��x=�z)

� 2:310�4
jdsj
�z

: (4.1)

Remarquons tout d'abord que ces dipôles sont de même longueur, L�20m, et que leur force

respective sont deux �a deux identiques en valeur absolue (cf. Tab. 4.4), ���7:7 10�4 rad
selon qu'il s'agit des dipôles de la CCSH ou de ceux de la CCSV. Ainsi, les quantit�es s�,

c�, �X
(1)
in et �X

(1)
out d�e�nies �a la sous{section 2.3.3 valent respectivement

s�
def
= sin� � � = �7:7 10�4 , c�

def
= cos� � 1 ;

�X
(1)
in = ( 0 ; 0 ; 0 ; 0 ; �ds=�0 ; 0 ) et �X

(1)
out = ( s� ds ; 0 ; 0 ; 0 ; c� ds=�0 ; 0 ) :

En reprenant la section 2.3 traitant des erreurs g�eom�etriques, l'o�set �X �a la sortie de l'un

des dipôles consid�er�es vaut donc, au premier ordre dans le d�efaut ds,

�X = �X
(1)
out +R

(0)
bend �X

(1)
in � �( j�j ds ; 0 ; 0 ; 0 ; 0 ; 0 ) :

Il s'agit maintenant de transporter la quantit�e �X jusqu'au point d'interaction mais com-

men�cons par introduire quelques notations et par faire les quelques approximations sui-

vantes.

� Tout d'abord, on n�eglige la focalisation du faisceau au niveau des dipôles (leur force �etant
relativement faible, ils agissent comme de simples drifts sur le mouvement transverse des

particules) et l'on se place dans l'approximation\lentille mince" pour les quadrupôles de la

CCS.

� On note BFHi ; i = 1 : : : 4 ; (resp. BFVi ; i = 1 : : : 4 ) le i�eme
dipôle de la CCSH (resp.

de la CCSV). On d�esigne par CELLHi ; i = 1 : : : 4 ; (resp. par CELLVi ; i = 1 : : : 4 ;) la

i�eme
maille FODO de la CCSH (resp. de la CCSV) d'avance de phase � = �x = �y = 90

�
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et de longueur 2LF avec LF � 21 m (cf. Tab. 4.4). Si g est la force int�egr�ee d'un demi{

quadrupôle de la CCS (avec la convention g > 0), alors gLF = sin(�=2) =

p
2=2 avec

g � 0:035 (cf. Tab. 4.4). Les matrices R associ�ees �a chacune de ces mailles et projet�ees

dans le plan (x�x0) sont donc, avec des notations �evidentes,
8>>>>>><
>>>>>>:

Rh
def
= RCELLHi

=

 
1 0

�g 1

!  
1 LF

0 1

!  
1 0

2g 1

!  
1 LF

0 1

!  
1 0

�g 1

!
=

 
0 �h

�1=�h 0

!

Rv
def
= RCELLVi

=

 
1 0

g 1

!  
1 LF

0 1

!  
1 0

�2g 1

!  
1 LF

0 1

!  
1 0

g 1

!
=

 
0 �v

�1=�v 0

!

o�u �h;v = 2LF (1� gLF ) = 2LF (1�
p
2=2). On note au passage que R2

H = R2
V = �1.

� La matrice R relative au t�elescope �nal et projet�ee dans le plan (x�x0) est not�ee RFT et

est donn�ee par

RFT =

 
�1=mx 0

0 �mx

!

o�u mx = 15 est la d�emagni�cation horizontale du faisceau.

� On d�esigne en�n par Rhi (resp. par Rvi) la matrice de transfert projet�ee dans le plan

(x�x0) de la sortie du dipôle BFHi (resp. BFVi) jusqu'au point de collision.

En utilisant les notations pr�ec�edentes et en s'inspirant de la �gure Fig. 4.2, il vient

Rh1 =RFT R
4
v R

3
h

 
1 0

�g 1

!  
1 LF

0 1

!  
1 0

2g 1

!

=RFT R
4
v R

4
h

  
1 LF

0 1

!  
1 0

�g 1

!!
�1

=

 
�1=mx LF =mx

�g mx �(1� gLF )mx

!

Rh2 =RFT R
4
v R

2
h

 
1 0

�g 1

!
=

 
1=mx 0

�g mx mx

!

Rh3 =�Rh1 et Rh4 = �Rh2 en utilisant R2
h = �1

puis, en changeant g en �g, on a imm�ediatement

Rv1 =

 
�1=mx LF =mx

gmx �(1 + gLF )mx

!

Rv2 =

 
1=mx 0

gmx mx

!

Rv3 =�Rv1 et Rv4 = �Rv2 en utilisant R2
v = �1 :
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Les coe�cients de matrice (Rhi)11 et (Rvi)11 sont donc deux �a deux �egaux en valeur absolue

et il en est de même pour les coe�cients (Rhi)21 et (Rvi)21 :

j(Rhi)11j = j(Rvi)11j = 1=mx et j(Rhi)21j = j(Rvi)21j = g mx ; 1 � i � 4 :

Ainsi, ind�ependamment du dipôle consid�er�e dans la CCS et d'apr�es tout ce qui pr�ec�ede, il

vient8>>>><
>>>>:

j�x�j
��x

=

j�j�z
mx ��x

jdsj
�z

=

7:7 10�4 � 0:7 10�3

15 � 845 10
�9

jdsj
�z

� 0:043
jdsj
�z

j�p�xj
(��x=�z)

=

j�j g mx �
2
z

��x

jdsj
�z

=

7:7 10�4 � 0:035 � 15 � 0:72 10�6

845 10
�9

jdsj
�z

� 2:3510�4
jdsj
�z

;

�a comparer avec les relations 4.1 issues d'une lecture directe de la �gure 4.8 !

En�n, par des raisonnements analogues, nous pourrions comprendre pourquoi tous les

dipôles de la CCS ont la même sensibilit�e aux erreurs de champ (resp. aux erreurs d'angle

 ) en terme de d�eviation d'orbite horizontale (resp. verticale) du faisceau au point de

collision (voir les deux derniers histogrammes des �gures 4.9 et 4.10).

Sensibilit�e �elev�ee du quadrupôle central de la CCSV par rapport �a un d�epla-

cement vertical dy

Int�eressons{nous maintenant au couplage (y� x0) �etonnamment �elev�e, g�en�er�e au point

de collision par un d�eplacement vertical dy du quadrupôle QFDW central de la CCSV (voir

le dernier histogramme de la Fig. 4.6):

���ryp�x
��� � 0:018

jdyj
��y

: (4.2)

Comme annonc�e �a la sous{section 4.2.1, ce couplage provient d'une erreur de champ qua-

drupolaire tourn�e �K�
1 engendr�ee au niveau des deux hexapôles SFV qui lui succ�edent et

au sein desquels la trajectoire centrale a �et�e d�evi�ee d'une quantit�e �ys; rappelons �egalement

que cet e�et est quasi inexistant pour tous les aimants situ�es en dehors des deux paires

d'hexapôles de la CCSH ou en dehors de celles de la CCSV. De plus, les hexapôles SFV

ayant une force int�egr�ee �egale �a K2 Ls � 48 m
�2

presque cinq fois sup�erieure �a celle les

hexapôles SFH de la CCSH (cf. Tab. 4.4), on comprend que le quadrupôle central de la

CCSH soit bien moins sensible (en terme de couplage (y � x) g�en�er�e �a l'IP) et on a

�g� = 2K2 Ls �ys (4.3)

o�u �g� est la force de l'erreur de champ �K�
1 int�egr�ee sur la longueur des deux hexapôles

SFV consid�er�es; �a l'avenir, ces derniers seront suppos�es in�niment minces et superpos�es au
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dernier quadrupôle QFDW de la CCSV.

Tâchons maintenant de quanti�er la d�eviation d'orbite verticale �ys au niveau des deux

hexapôles SFV. Le quadrupôle central y{focalisant QFDW poss�ede une force int�egr�ee 2 g �
0:07 m�2

(cf. Tab. 4.4); �a sa sortie, le faisceau subit donc une d�eviation angulaire verticale

�y0 = 2 g dy ; en�n, puisque celui{ci est en quadrature de phase par rapport aux deux

hexapôles consid�er�es, l'o�set �ys est maximal au niveau de ces derniers et on a

�ys = R34 �y
0
= 2R34 g dy (4.4)

o�u R34 est le coe�cient (3,4) de la matrice R entre la sortie du quadrupôle central QFDW

et l'entr�ee du quadrupôle QFDW qui lui succ�ede:

R34 =

  
1 LF

0 1

!  
1 0

2g 1

!  
1 LF

0 1

!!
12

= 2LF (1 + g LF ) = 2LF (1 +
p
2=2) : (4.5)

Au passage, comme les deux quadrupôles QFFW (situ�es imm�ediatement de part et d'autre

du quadrupôle central QFDW) ont des avances de phase �y � 90 � 45
�
par rapport �a la

paire d'hexapôles consid�er�ee, on comprend bien pourquoi ceux{ci sont moins sensibles aux

d�eplacements verticaux en terme de couplages (x�y) (consulter une fois de plus le dernier
histogramme de la �gure 4.6).

Ceci �etant dit, en regroupant les �egalit�es 4.3, 4.4 et 4.5, tout se r�esume donc �a l'analyse d'une

erreur de champ quadrupolaire tourn�e �g� localis�ee dans le dernier quadrupôle QFDW de

la CCSV avec

�g� = 8 (1 +

p
2=2) g K2 Ls LF dy : (4.6)

Si maintenant R0 (resp. R0+�R) d�esigne la matrice R relative �a la ligne sans erreurs (resp.

avec l'erreur �g�) et projet�ee dans l'espace (x; x0; y; y0), alors on a

�Q
def
= �RR�10 = R>

0
BBB@

0 0 0 0

0 0 �g� 0

0 0 0 0

�g� 0 0 0

1
CCCAR�1>

o�u R> est la matriceR projet�ee dans l'espace (x; x0; y; y0), de la sortie du dernier quadrupôle

QFDW de la CCSV jusqu'au point de collision:

R> = �

0
BBB@

1=mx 0 0 0

0 mx 0 0

0 0 1=my 0

0 0 0 my

1
CCCA
0
BBB@

1 0 0 0

g 1 0 0

0 0 1 0

0 0 �g 1

1
CCCA
0
BBB@

1 LF 0 0

0 1 0 0

0 0 1 LF

0 0 0 1

1
CCCA
0
BBB@

1 0 0 0

�2 g 1 0 0

0 0 1 0

0 0 2 g 1

1
CCCA
0
BBB@

1 LF 0 0

0 1 0 0

0 0 1 LF

0 0 0 1

1
CCCA ;
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soit R> =

0
BBB@

(
p
2� 1)=mx LF (

p
2� 2)=mx 0 0

gmx (1 +
p
2) 0 0 0

0 0 �(
p
2 + 1)=my �LF (

p
2 + 2)=my

0 0 gmy (
p
2� 1) 0

1
CCCA :

Tous calculs faits, on obtient �nalement

�Q =

0
BBB@

0 0 0 �8

0 0 0 0

0 �8 0 0

0 0 0 0

1
CCCA avec �8

def
= � 2L2

F �g
�

mxmy

:

En reprenant l'expression du coe�cient de couplage r�ypx en fonction des coe�cients de la

matrice �Q (cf. sous{section 3.1.2), il vient �nalement

r�ypx =
Rasp �8

��x
= � 16 (1 +

p
2=2)

g L3
F K2 Ls �

�
x

��xmxmy

dy

��y

soit

���r�ypx
��� � 0:019

jdyj
��y

;

�a comparer avec la relation 4.2 issue d'une lecture directe de la �gure 4.6!

Revenons maintenant �a la suite de notre expos�e, �a savoir l'estimation des tol�erances de la

ligne (BMS{FFS).

4.2.3 Cas d'un d�efaut isol�e

Les �gures 4.12 �a 4.19 donnent les tol�erances des aimants de la ligne (BMS{FFS)

relatives aux di��erents types d'erreurs envisag�ees pr�ec�edemment. La situation �etudi�ee ici

est similaire �a celle de la sous{section 3.3.1 et le calcul des tol�erances se fait �a partir de

l'un des quatre crit�eres suivants:

1. Max

�
j���x=��xj ; j���y=��y j

�
� 2%.

2. j�L=L0j � 2% apr�es une hypoth�etique correction �a la fois de l'angle et de la d�eviation

du faisceau au point d'interaction.

3. j�L=L0j � 2% apr�es une correction de la d�eviation du faisceau au point d'interaction.

4. j�L=L0j � 2% sans aucune correction.

Les tol�erances obtenues �a partir des crit�eres 2, 3 et 4 deviennent �evidemment de plus en

plus serr�ees. Les crit�eres 1 et 2 sont quant �a eux quasi �equivalents et donnent, comme

attendu, des r�esultats tout �a fait comparables, sauf cas particuliers; en e�et, le premier se
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base sur un contrôle des 
uctuations des tailles faisceau au point d'interaction alors que le

second concerne une diminution de la luminosit�e due uniquement aux erreurs engendr�ees

dans la matrice faisceau (waist{shift, couplage (x�y) et dispersion, la d�eviation d'orbite

�etant mise �a z�ero). Le crit�ere de perte de luminosit�e de 2 % est �evidemment arbitraire

et critiquable, pouvant conduire �a un pessimisme exag�er�e. Dans la pratique, il est vrai

que l'on s'attend �a maximiser la luminosit�e au mieux �a 10 ou 20% pr�es. Cependant, vu

le nombre �elev�e d'erreurs mises en jeu, celui{ci reste couramment utilis�e pour imposer la

tol�erance associ�ee �a un d�efaut unique s�electionn�e dans la ligne.

Dans la seconde s�erie d'histogrammes donn�es ci{apr�es, nous avons d�ecid�e de montrer l'in-

verse des r�esultats ainsi obtenus de sorte que les barres les plus hautes correspondent aux

tol�erances les plus serr�ees. Sans trop analyser en d�etail chacune de ces �gures et mis �a

part les deux quadrupôles du dernier doublet qui, comme pr�evu, sont les plus sensibles aux

erreurs de la ligne, on remarque en particulier

{ une sensibilit�e �elev�ee des dipôles de la CCS �a l'�egard des erreurs de champ (resp.

des erreurs d'angle 	) constat�ee en �gure 4.18 (resp. en �gure 4.17) et due �a la forte

dispersion horizontale (resp. verticale) et au waist{shift (resp. au couplage (x�y))
qu'ils sont susceptibles de g�en�erer �a l'IP (voir respectivement les �gures 4.10 et 4.9).

{ une tol�erance serr�ee de l'ordre de quelques dixi�emes de microns pour l'alignement

vertical du quadrupôle central QFDW de la CCSV (Fig. 4.13 et 4.16) due au fort

couplage (y�x0) qu'il peut engendrer au point d'interaction (cf. Fig. 4.6, Fig. 4.7 et

sous{section 4.2.2).

{ en moyenne, plus d'un ordre de grandeur d'�ecart entre les tol�erances relatives �a

l'alignement horizontal (Fig. 4.12 et 4.15) et celles relatives �a l'alignement vertical

des aimants (Fig. 4.13 et 4.16).
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Fig. 4.12 { Tol�erances sur les d�eplacements horizontaux des aimants de la ligne (BMS{

FFS)
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Fig. 4.13 { Tol�erances sur les d�eplacements verticaux des quadrupôles et hexapôles de la

ligne (BMS{FFS)
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Fig. 4.14 { Tol�erances sur les d�eplacements longitudinaux des dipôles et quadrupôles de la

ligne (BMS{FFS)
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Fig. 4.15 { Tol�erances sur l'angle azimutal �mag des aimants de la ligne (BMS{FFS)
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Fig. 4.16 { Tol�erances sur l'angle d'�el�evation �mag des aimants de la ligne (BMS{FFS)
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Fig. 4.17 { Tol�erances sur l'angle de roulement 	BQ des dipôles et quadrupôles de la ligne

(BMS{FFS)
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Fig. 4.18 { Tol�erances sur les erreurs de champ des dipôles et quadrupôles de la ligne

(BMS{FFS)
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Fig. 4.19 { Tol�erances sur les erreurs de champ quadrupolaire des dipôles de la ligne

(BMS{FFS)
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4.2.4 Cas d'une distribution statistique des d�efauts sans corr�e-

lations

Nous envisageons ici la situation o�u les d�efauts de la ligne (BMS{FFS) sont distribu�es

de fa�con totalement d�ecorr�el�ee (cf. sous-section 3.3.2). On note �ij le second moment de

l'erreur de type j a�ect�ee �a l'aimant num�ero i. En outre, on suppose que la quantit�e �ij

ne d�epend pas de l'aimant consid�er�e: �ij
def
= �

(mag)
j quelque soit i. Dans ce mod�ele, la perte

en luminosit�e au point d'interaction peut être param�etris�ee par
6

h�L=L0i = �2%�
(  

�(mag)x

52 nm

!2

+

 
�(mag)y

3 nm

!2

+

 
�(mag)s

235�m
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+

0
@ �

(mag)
�
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1
A
2

+

0
@�(mag)�
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1
A
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0
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6�rad
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(4.7)

ou h�L=L0i = �2%�
(  

�(mag)x

319 nm
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35 nm
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(4.8)

en incluant ou pas la contribution du dernier doublet. En�n, apr�es correction de la d�eviation

du faisceau au point d'interaction, on a (dernier doublet inclus)

h�L=L0i = �2%�
(  

�(mag)x

558 nm

!2

+

 
�(mag)y

203 nm

!2

+

 
�(mag)s

238�m

!2

+

0
@�(mag)�

1�rad

1
A
2

+

0
@ �

(mag)
�

443 nrad

1
A
2

+

0
@�(mag)	

7�rad

1
A
2

+

0
B@ �

(mag)
�k
k

3:3 10�5

1
CA
2

+

0
BBB@
�B

�k
+
1

h2
B

5: 104

1
CCCA
2

+

0
BB@
�B

�k-
1

h2
B

10
4

1
CCA
2)

:

(4.9)

6. Dans la situation pr�esente, on suppose que l'une des deux lignes est sans d�efauts. Dans le cas contraire,

les tol�erances que l'on obtient ici doivent être divis�ees par le facteur
p
2.
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Si, maintenant, on ne s'int�eresse qu'aux d�efauts d'alignement transverse des aimants de

la ligne, il est clair qu'en l'absence de correction la perte en luminosit�e reste compl�etement

domin�ee par les vibrations verticales du dernier doublet (comparaison entre les relations 4.7

et 4.8). N�eanmoins, cette contribution disparâ�t si la d�eviation relative des deux faisceaux

au point de collision peut être mesur�ee puis corrig�ee de fa�con syst�ematique (comparaison

entre les relations 4.7 et 4.9). Dans ce cas, la perte en luminosit�e ne d�epend plus que

du grossissement des tailles faisceau transverses au point de collision auquel se gre�e une

l�eg�ere contribution venant de l'angle de croisement vertical des deux faisceaux.
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Conclusion

Le principal objectif de ce travail �etait d'�elaborer une m�ethode de calcul tr�es g�en�erale

permettant l'analyse d�etaill�ee et syst�ematique de la sensibilit�e d'une ligne optique quel-

conque �a l'�egard de di��erents types de d�efauts envisag�es (erreurs de champ et d�efauts

d'alignement des aimants) puis de l'appliquer �a l'�etude de la ligne de focalisation �nale

(FFS) de TESLA. Ce but a �et�e atteint.

Les calculs formels aboutissant aux r�esultats analytiques donn�es dans ce m�emoire
7
ainsi

que l'�ecriture du programme FFSER2 utilisant cette nouvelle m�ethode et g�en�erant les s�e-

ries d'histogrammes du chapitre 4 ont repr�esent�e une part importante du travail e�ectu�e;

cependant, j'ai pr�ef�er�e insister ici sur la mise en forme de la m�ethode elle{même. Cette

derni�ere a �et�e incorpor�ee dans le programme FFADA [27] �ecrit en vue d'aider �a la conception

et �a l'analyse des syst�emes de focalisation �nale des futurs collisionneurs lin�eaires. Elle a

�et�e utilis�ee pour l'estimation des tol�erances des aimants de la FFS de TESLA [22] et de

SBLC [22] ainsi que pour recalculer la sensibilit�e aux erreurs du SLC avec ses param�etres

de faisceau actuel [28]. De plus, les r�esultats obtenus avec FFSER2 ont toujours �et�e parfai-

tement concordants avec d'autres provenant des nombreux trackings e�ectu�es sur la FFS

de TESLA.

Insistons �egalement sur le fait que seule une partie des r�esultats obtenus par FFSER2 est

actuellement exploit�ee pour quanti�er l'e�et des erreurs sur les caract�eristiques transverses

du faisceau au point d'interaction (IP). Seules les d�eriv�ees premi�eres de l'o�set �X et de

la matrice R par rapport aux d�efauts de la ligne ainsi que certaines d�eriv�ees secondes des

�el�ements de matriceR11 et R33 sont utilis�ees pour d�ecrire les 
uctuations de tailles faisceau

ou de luminosit�e �a l'IP. Les d�eriv�ees secondes des autres coe�cients de matrice R et les

7. Certains de ces r�esultats (comme les d�eriv�ees de matrices R et T par rapport aux harmoniques

quadrupolaires et hexapolaires tourn�ees ou comme les matrices U des dipôles, quadrupôles et hexapôles

avec un choix de coordonn�ees symplectiques) �etaient �a l'heure actuelle et �a ma connaissance inexistants

dans la litt�erature.
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d�eriv�ees premi�eres de matrice T par rapport aux erreurs restent quant �a elles inexploit�ees

pour l'instant. De plus, nous n'avons consid�er�e dans ce m�emoire que deux cas particuliers

pour ce qui est de la loi de distribution statistique des erreurs le long de la ligne: le cas

du \d�efaut isol�e" et le cas d'une distribution de moyenne nulle et sans corr�elations. N�ean-

moins, comme nous le remarquions au chapitre 3, la m�ethode reste compl�etement adapt�ee

�a l'�etude de tout autre type de distribution plus r�ealiste, avec ou sans corr�elations (se re-

porter par exemple �a la r�ef�erence [20] utilisant cet algorithme de calcul pour une estimation

du temps caract�eristique de la d�egradation de la FFS de TESLA due au ground motion).

En�n, �a l'oppos�e des m�ethodes conventionnelles de tracking, cette approche o�re in-

contestablement les deux avantages suivants: sa rapidit�e d'ex�ecution (FFSER2 prend moins

de cinq minutes pour parcourir l'ensemble de la (BMS{FFS) qui compte une cinquantaine

d'�el�ements) et surtout la possibilit�e d'une analyse syst�ematique et synth�etique de la sensi-

bilit�e d'une ligne de transfert quelconque �a l'�egard d'un nombre �elev�e de d�efauts dans ses

aimants.
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RESUME

Dans le cadre de l'�etude des syst�emes de focalisation �nale pour les futurs collisionneurs

lin�eaires e+ e�, une nouvelle m�ethode d'analyse a �et�e mise au point dans le but de quanti�er

les tol�erances d'une ligne optique donn�ee �a l'�egard des d�efauts d'alignement et des erreurs

de champ de ses aimants. Utilisant un syst�eme de coordonn�ees symplectiques identique �a

celui de MAD, le mapping associ�e au transport du faisceau le long de la ligne consid�er�ee

est calcul�e jusqu'au troisi�eme ordre dans les non{lin�earit�es de l'�equation du mouvement

(Hamiltonien tronqu�e �a l'ordre 4). La d�eviation d'orbite du faisceau ainsi que la matrice

R sont d�evelopp�ees �a l'ordre 2 dans les di��erents d�efauts de la ligne, ce qui inclut ainsi les

e�ets crois�es g�en�er�es par deux erreurs distinctes localis�ees dans deux aimants di��erents; la

matrice T (ordre 2), quant �a elle, est calcul�ee jusqu'au premier ordre dans les erreurs et

la matrice U (ordre 3) associ�ee �a la ligne id�eale (sans d�efauts) est �egalement reproduite.

Toutes les sources d'erreurs pouvant a�ecter lemapping d'un �el�ement optique donn�e jusqu'�a

sa matrice T ont �et�e prises en compte, �a savoir: les d�efauts d'alignement de l'aimant

consid�er�e param�etris�es par six quantit�es ainsi que les erreurs de champ droit et tourn�e

jusqu'�a l'harmonique hexapolaire dans les dipôles, quadrupôles et hexapôles de la ligne.

Pour son application sp�eci�que aux syst�emes de focalisation �nale, l'algorithme de calcul

envisag�e ici inclut ensuite l'estimation des tol�erances de la ligne, estimation bas�ee sur

le grossissement des tailles transverses du faisceau ou sur la perte en luminosit�e au point

d'interaction. Cette m�ethode a alors donn�e lieu �a l'�ecriture du programme FFSER2 interfac�e

avec le logiciel graphique PAW et permettant d'illustrer �a l'aide de nombreux histogrammes

l'e�et des erreurs sur le faisceau au point de collision et les tol�erances qui leur sont associ�ees.

L'application �a la ligne de focalisation �nale de TESLA est expos�ee en dernier chapitre.

MOTS CLES

Optique de faisceau |Mapping| O�set �X, matricesR, T et U |Aberrations | Erreurs

d'alignement et erreurs de champ | Luminosit�e | Tol�erances | Syst�emes de focalisation

�nale


